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Vorwort. 

Das Bild eines räumlichen Objektes wird dann anschaulich und 
leicht verständlich sein, wenn keine Ebene, welche Begrennungslinien 
des Objektes enthält, im Bilde verschwindet d. h. als Gerade erscheint. 
Bei einer FarallelprojeHion kann dies erreicht werden, wenn die Pro- 
jektionsstrahlen zu den Hauptrichtungen des Objektes — Länge, Breite, 
Höhe — geneigt sind. Ob dann die Bildebene normal zu den J^ro- 
jektions strahlen, parallel au einer oder zwei Hanptriehtungen des Ob- 
jelctes, oder in beliebiger 7.n den T'rojektionssti-ahlen geneigten Lage 
gewählt wird, ist belanglos; in jedem Falle werden BOder entstehen, 
aus welchen die Gestalt des dargestellten Objektes leicht ku er- 
kennen ist. 

Die Heretelinng solcher Bilder wird wesentlich erleichtert, wenn 
man ein Koordinatensystem wählt, dessen Achsen parallel zu den 
Hauptrichtungen des Objektes liegen, dieses auf die Bildebene pro- 
jiziert und das Bild jedes Punktes aus der Projektion semei Koordi- 
naten ermittelt. Die Projektionen der zu einer Achse parallelen 
Koordinaten stehen nämlich zu ihren wahren Längen in einem kon- 
stanten Verhältnisse, welches Beduktionskoeffizient genannt wird; 
man braucht daher nur die gegebenen Koordinaten entsprechend zu 
verkürzen und parallel den Achsenbildern aufzutragen. Diese Dar- 
stellungsmethode heißt Axonometrie und wird -als orthogonale oder 
fiddefe bezeichnet, je nachdem die Bildebene zur Richtung der Pro- 
jektionsstrahlen normal steht oder nicht. 

Solange es sich nur um die Herstellung der Bilder oder um 
Aufgaben der Lagengeometrie handelt, tritt hei der Anwendung der 
orthogonalen und schiefen Axonometrie kein Unterschied hervor; nur 
gestattet die schiefe Axonometrie eine größere Freiheit, weil man die 
Bilder und Reduktionskoefflzienten der Achsen willkürlich wählen 
kann, während bei der orthogonalen Axonometrie schon durah die 
Wahl der Achsenbilder die Reduktionskoeffizienten gegeben sind und 
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IV Vorwort. 

daraus bestimmt werden müssen, bevor man mit der Koustmktioii 
lies Bildes beginnen kann. 

Auch die Art, wie in den ersten Bftclieiii über die orthogonale 
Axonometrie die Aufgaben der Geometrie des Maßes gelöst werden, 
ist fast unverändert auf die schiefe Axonometrie übertri^bar. ^) Dafür 
sei nur als Beispiel die Aufgabe angefahrt „in einer Koordinateuebene 
von einem Pimkte auf eine Gerade eine Noimi^e zu fällen". 

Weisbach^) bestimmt aus dem Bilde mittels der Koordinaten die 
wirkliche Lage des Punktes und der Geraden gegenüber den Kooidi- 
natenachsen, fäUt die Normale und konstruiert aus ihrem. Schnitt- 
punkte mit einer Achse Aiis Bild der Normalen. Zur Vereinfachung 
der Konstruktion werden dabei die zu einer Achse parallelen Koordi- 
naten in ihrer Bild Verkürzung benützt und die anderen entsprechend 
dem Verhältnisse der beiden Reduktionskoeffizienten verändert, so 
daß diese mit Unrecht als Umlegung um eine Achse bezeichnete 
Operation nicht die wirkliche Gestaltj sondern eine Verklein emng 
der im Bilde dargestellten Figuren liefert. Dieser Lösung kommt zu 
statten, daß maji anfai^s nur solche axonometrisehe Projektionen be- 
nützte, bei welchen die Beduktionsko effizienten der Achsen in sehr 
einfachen Verhältnissen standen, 

C. TL und M. H. Meyer und Mollhtget-^) geben eine direkte 
Lösung des Nomialenproblemes, welche im wesentlichen darauf be- 
ruht, daß man die Bilder zweier ähnhchen rechtwinkligen Dreiecke 
konstruiert, deren entsprechende Katheten zueinander normal und zu 
den Achsen parallel sind,*) Auch hierzu ist die Kenntnis der Bilder 
zweier zu den Achsen parallelen, gleich langen Strecken oder des 
Verhältnisses der Eeduktionsko effizienten notwendig. — 

Diese Gebundenheit an bestimmte Verhältnisse der ßeduktions- 
koeffizienten bezeichnet schon Slmkersky^) als einen Mangel der axono- 



1) Sv/rmester, Grundsiig-e der schiefen Parallelperspoktivc (Zeitenhrift IVu' 
Math. u. Physik SVI). 

2) Weisbach, Julius, Anleitung zum a.xonom.etri3chen Zeichnen (Fi'ci- 
berg 1867). 

3) C. Th. und M. H. Meyer, Lehi'huch der Asonometrie (Leipzig 1852). 

0. MGUinger, Darstellende Geometrie von Aäkmiar, deutsch heai'beit«t und 
bereichert mit den neuesten Fortschritten der isometrischen Projektionslehre 
(Solothum 1845). 

4) Vergl. pag, 80 Anmerkung (Fig. 67 — 71). 

5) SkiAersky, S.., Die orthogonale Parallelperspektive (Prag 1858). 
Sktibersky, S., Die Method« der orthogonalen Projektion auf zwei Ebenen, 

die keinen rechten Winkel miteinander einschließen, als Grimdlage fflr jede auf 
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Vorwort. V 

metrischen Projektioosmethode; er spricht aieli auch entsphieden gegen 
die irT'ige Auffassung aus, daß das günst^-e Aussehen der Bilder von 
der Einfachheit dieser Verhältnisse der Reduktionskoeffizienten ab- 
hängt. Aber er ging zu weit, wenn er behauptet, daß überhaupt die 
Benützung der beiden vertikalen Koordinatenebenen bei Lösung von 
geometnschen Konstniktionen Gebrechen seien, welche der allgemeinen 
Anwendbarkeit der axonometrischen Projektionsmethode hemmend in 
den Weg treten. 

Diese Ansicht führt Skuhersh/ zu einer Projektionsmethode, bei 
welcher die Bildebene und nur eine dazu nicht normale Grundrißebene 
in derselben Art wie bei der axono metrischen Pi'ojektionsmethode 
benätzt werden; bei der Lösung der Aufgaben werden die Entfer- 
nungen von der Bildebene, Grundrißebene und Grundrißspur aus einem 
Kreuzrisse mittels des Drehuu gewinkeis, um welchen die Grundebeiie 
von der horizontalen Li^e abweicht, bestimmt und daraus die Um- 
leguHgen konstruiert. Bei allem theoretischen Interesse, welches diese 
Yon Shuhersky als orÜiographiscM Pa/ralldperspelcHve bezeichnete Me- 
thode besitzt, ist schon ihre geringe Anschaulichkeit ein Grund, 
welcher eine' allgemeine Verbreitung ausschloß. 

Viel Ähnlichkeit bietet der Standpunkt, welchen Staudigl^) ein- 
nimmt. Auch er erklärt es für einen Vorteil, sich bei geometrischen 
Konstmktionen unabhängig von den Achsenbildern zu machen und 
fühi't in orthogonaler und schiefer Axonometrie die Aufgaben der 
Geometi'ie des Maßes wie in gewöhnlicher orthogonaler Projektion 
durch, indem er zum Bilde einen Kreuzriß hinzufügt, welcher aus 
der axono metrischen Projektion leicht ermittelt werden kann. Ab- 
gesehen davon, daß dadurch die Axonometrie ihre Selbständigkeit als 
Projektionsmefchode verliert, gibt auch diese Einführung des Kreii/.- 
risses leicht zu Irrtümern Anlaß. 

Erst Pelß^) weist nach, daß gerade die Benützung des Achsen- 
systemes wesentlich zur Vereinfachung der Konstruktionen beiträgt, 
und daß man diese ohne Benützung der Reduktionsko effizienten der 

dem Prinzipe der orthogonalen Projektion beruhende perspektiviache Projektion aart 
oder Parallelperspefctive {Kgl. böhm. Ges, d. Wiss. V. Folge 10. Band. 1858). 

1) Staudigl, R., Die axonometrisehe und schiefe Projektion (Para!lel-Per- 
äpektive). Wien 1876. 

2) Pein, C, Zur wiEsenecliaftlicben Behandlung der orthogonalen Axono- 
metrie I. n. HI (Sitaungsbericbte dei- K. Akad. d, Wisa. in Wien 81. Bd. 1880. 
83, Bd, 1881, 90. Bd. 1884). 

Pelz, C, BeitÄge k-ut wissenschafUiclien Behandlung der ortliogonalun 
Axonometrie (Sitzungsberichte der Kgl. böhm. Ges. d. Wiss. Prag 1885). 
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Achsen durch führen kann. Seine Untersuchungen erheben die Axono- 
metrie zu einer seil) ständigen Projektiousmethode, welche den anderen 
Methodeu vollkommen gleichwertig ist, und zeigen ihren Hauptvorteil 
vor der gewöhnlichen orthogonalen Projektionsmethode „ansdiaulicli 
gti sein" nicht bloß bei der Herstellung der Bilder, sondern auch bei 
der Durchführung aller geometi'ischen Konstrulttionen, indem auch 
bei diesen die ränraliehen Beziehungen aus der axonometrischen Dai'- 
stelluüg leichter zu erkennen sind. PeU heröcksichtigt nur die ortlio- 
goncäe Axonometrie und erwähnt, daß die E«sultate mit geringen 
V^eränderungen auch für die schiefe Axonometrie gelten. 

Weiler^) führt dies aus und zeigt, daß man in orthogonaler und 
schiefer Axonometrie alle geometrischen Konstruktionen, die man am 
Objekte ausgeführt denkt, in der Bildebene allein vollständig dai-- 
stellen kann. Diese Darstellung zeigt aber, daß die Lösungen der 
Aufgaben für die Geometrie des Maßes in orthogotialer Axonometrie 
ivesentlich einfacher sind als in schiefer Axonometrie, wie schon daraus 
ei-klärlich ist, daß bei ersterer die Lösung aller Aufgaben sich nur 
auf die Kenntnis der Achsenbilder stützt, während bei letztej-er 
außerdem die Ai^abe der Bildspuren der Achsen notwendig ist. 

Wenn trotz der Einfachheit der von Peh eingeführten Behand- 
lungsweise der orthogonalen Axonometrie diese keine so allgemeine 
Verbreitung gefunden hat, als zu wünschen wäre, ist dies dem Um- 
stände zuzuschreiben, daß sich die Abhandlungen von Pels haupt- 
sächlich auf die interessanten Beziehungen stützen, welche die pro- 
jektivisehen Eigenschaften der Kegelschnitte liefern, und sie dadiirch 
zur Einführung in die axono metrische Projektionsmethode nicht genug 
einfach erscheinen. 

Auch Weilers Ausführungen verdienen vom wissenschafthchen 
Standpunkte gewiß die Anerkennung, daß alle Fundamentalaufgaben 
in einheitlicher Art für orthogonale und schiefe Axonometrie gleich 
anwendbar, unabhängig von anderen Projektionsmethoden durchgeführt 
sind, aber sie tragen den praktischen Bedürfnissen bei Einführung 
dieser Projektionsmethode zu wenig Rechnung. 

Diesen Zweck soll das vorliegende Lehrbuch erfüllen. Es wird 
darin der Versuch gemacht, die einfachen Resultate, welche in den 
Abhandlungen von Peh enthalten sind, so darzustellen, daß jeder ohne 
besondere Vorkenntnisse aus der darstellenden Geometrie in die ortho- 
gonale Axonometrie eingefühi't werden kann. Dabei diente das Buch 



1) Dr. Ä. Weüei', Nouc Tieliaiulhmg Jir p[LriLllel]"ii"ojektionen iniil dor A« 
meti'ie. Leipzig 18flü. 
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Vorwort, VII 

Sta/udigls insbesondere boi der Beliaiicliuiig der Scliattenkonstrulitionen 
wegen seiner übersichtlichen und leicht faßlichen Darstellung als Vor- 
bild. Vielleicht kann die gewählte Fonn dazu beitr^en, dieser Pro- 
jektionsmethode, welche bei der HersteUung von Bildern praktischer 
Objekte soviel Verwendung findet, auch in theoretischer Beziehung 
als selbständigem Teile der darstellenden Geometrie größere Verbrei- 
tung zu verschafFen, wie sie es durch ihre Einfachheit und Anschaii- 
liehkeit verdient. 

Öraa, Ostern 1904. 

Dr. R. t^chttssler. 
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I. Das axonometrisclie Achsenkreuz. 

Orthogonale Äxonomehie heißt jene ßaratellungsmethodG , bei 
welcher das Bild eines räumUehen Ohjektes konstruiert wird, indem 
man die rechtwinkligen Koordinaten seiner Pnnkte anf eine zu allen 
Koordinatenachsen geneigte Bildebene orthogonal projiziert. Das Bild 
ist eine orthogonale Projektion; das Wesen der Axonometrie liegt nur 
in der Art, wie diese Projektion gefunden wird. 

Sind Xf, Y^, Z^ ^) die Achsen eines rechtwinkligen Eoordinaten- 
systemSj und ist p,. ein beliebiger Punkt im flaurae, so werden die 
Langen der Normalen vom Punkte p,, auf die KooTdinatenebcaen die 
Koordinaten des Punktes f^ genannt. Legt man durch je zwei dieser 
Normalen eine Ebene, so bilden diese drei Ebenen mit den Koordi- 
natenebenen ein rechtwinkliges Parallelepiped, desaeri Kanten gleich 
den Koordinaten sind, und welches durch diese — mit Berücksich- 
tigung der Vorzeichen — eindeutig bestimmt ist. Daher ist auch 
der Punkt p^ durch seine mit Vorzeichen versehenen Koordinaten als 
der dem Koordinatenanfangspunkte o, diagonal gegenüber liegende 
Eckpunkt dieses Parallel epipedes eindeutig gegeben. 



Axooometrisclies Auftragen der Koordinaten. 

Die oitho^onale Piojektiou eines solchen Koordinatonparallelepi- 
pedes aut eine zu den diei Achsen geneigte Bildebene läßt sich kon- 
stiuieiLH wenn man die L ige des Koordinatensystems zur Bildebene 
kennt 

Sind ( y, s die (immei im Endlichen liegenden) Durchstoß- 
punkte dei Achsen mit dei Billebene, so hat das Dreieck xyz die 
Bildspuren dei Kooidmatenebeoen zu Seiten und wird daher das 
fipuT&idteieck genannt Die Kooi dmatenachsen sind normal zu den 
Kooidinatenebenen, also ihre oithogonalen Bilder auf den be- 
treffenden Ebenenspuien noimal, d h die Höhen des Spurendreieckes 
stellen die Büdei X, Y Z dei Achsen dar und werden das axono- 
wet)f'the Aclf>eiil i eu^ geniunt, dei Höhenschnittpunkt o ist das Bild 

. n ikteii Bildern durcli den Index „r" 
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ä I. Üas axonotnehTBcie Aohaenti'euz. 

des Koordinatenanfangspunktes 0^. Von den Ächsenbildern pflegt man 
im allgemeinen nur die von o gegen die Ecken des Spurendreieekes 
gerichteten Teile zn zeiclmen und ala die Bilder der positiven Halb- 
achsen anzusehen, gleichgültig auf welcher Seite der Bildebene o^ 
Hegt.i) 
Yig. 1 Um die Bilder der auf den Achsen von o^ aus aufgetragenen 

Koordinaten zu bestimmen, legt man (Fig. 1) die Achsen in die Bild- 
ebene um^): 

1) xyo^ ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse xy 
in der BUdehene liegt; um diese wird das Dreieck umgelegt; (o^) ist 
der Schnittpunkt der Normalen von o auf xy und eines Halbkreises 
über xy als Durchmesser. 

2) Man legt durch eine der Achsen z. B. die X^-Ächse eine 
Ebene normal zur Bildebene; diese schneidet die Spur i/s im Punkte 1, 
und xo^l ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse 3^1 in 
der Bildebene liegt; um diese wird das Dreieck umgelegt; [oj ist der 
Schnitt der Normalen auf X durch o und eines Halbkreises über xl 
als Durchmesser. 

In beiden FäUen trägt man die Koordinaten auf den umgelegten 
Achsen von (o^) oder [oj ans, entsprechend dem Vorzeichen, auf nnd 
bestimmt daraus die Projektionen dieser Strecken; man erhält so 
(Fig. 1) die Bilder ö^, öpy, öp^ der drei in den Achsen gelegenen 
Seiten des Koordinatenparallelepipedes, dessen Büd nun leicht ver- 
voilstSndigt werden kann: Je zwei der Strecken öp^, öp^, op^ be- 
stimmen je ein Parallelogramm. Die vierten Eckpunkte p, p", j?" in 
diesen sind die Bilder der Fußpunkte der Normalen von p^ auf die 
Koordinatenebenen; die Parallelen durch p', p", p'" zu den Achsen- 
hildem stellen die noch fehlenden Kanten dar und schneiden sich in 
p, dem gesuchten axonometrischen Bilde des Raumpunktes p^. Zur 
Bestimmung von p ist natürlich nicht das Büd des ganzen Parallel- 
epipedes nötig; es genügt ein dui'ch die drei aneinander gereihten 
Kooi-dinatenprojektionen gebildeter Linienzug, z. B. op^p"p. 

Das Bild des Koordinatenparallelepipedes und daher auch des 
Punktes f^ ändert sich nicht, wenn man die Bildebene parallel ver- 
schiebt; es wird nur das Spnrendreieck geändert, und zwar haben für 
verschiedene zueinander parallele Bildebenen alle Spurendreieeke 
parallele Seiten und o zum Ahnlichkeitszentrum. Man kcmn ohne 
Änderung des Budes jedes Dreieck, dessen Hohen X, Y, Z sind, als 

1) Dabei ist die gewöhnliclie Lage dea Spurendreieekes vorauBgo setzt, bei 
welcher Z vertüal ist und s oberhalb o liegt; wenn s unterhalb o liegt, waa 
durch Parftlielverschiebnng der Bildebene eintreten kaan, so stellen die ge- 
zeichneten Halb strahlen ox, oy, oz die Bilder der negativen Halbachsen des 
Koordinaten Systems dar. 

2) Die umgelegten Glebilde aoUen durch Klammern gekennzeichnet werden. 
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Darstellung eines räumlichen Objektes. 3 

Spurmdreieck wählen. Das axonomdriscfte Büd p eines Punktes p^ 
läßt sidt dtireh seine Koordinaten eindeutig besti^mnen, wenn das 
axonometrische Achsenkreuz gegeben ist. 

Aus diesen BetraelitiiBgen MBt sicli aber auch umgekehrt zeigen, 
daß die Lage eines PmikteB im Räume durch das orthogonale Bild 
seines Koordinatenparallelepipedes bestimmt ist, und erst dadurch er- 
scheint die orthogonale Axonometrie als Darstellungsmethode be- 
rechtigt. Das Bild der Gegenecke von p^ ist o; die durch o gehenden 
KantenbÜder stellen das Achsenkreuz dar; ein beliebiges Dreieck, 
dessen Hohen mit diesem Achsenlireuze zusammenfallen, wählt man 
zum Spurendreieck; dann ist die Lage des Koordinatensystems zur 
Bildebene festgelegt: die Entfernung des Koordinatenanfangspunktes Fig. I 
0^ von der Bildebene — die Süddistans d von o^ — ergibt sich als 
Höhe des rechtwinkligen Dreieckes xo^l durch Umlegung um seiue 
Hypotenuse xl (Fig. 1)- Wenn man noch angibt, ob o^ vor oder 
hinter der Bildebene liegen soll, so ist die Lage des Koordinaten- 
aniangspunktes und daher auch des Koordinatensystems eindeutig be- 
stimmt. Da ferner durch dieselben TJmlegungen wie früher die 
wahren Längen der Koordinaten ans den Bildern ermittelt werden 
können, so sind alle notwendigen Bestimmungs stucke für die Lage 
von p^ im Räume bekannt. — Geht man von einem anderen Spuren- 
dreiecke aus, so bedeutet dies eine Parallelvetschiebung des Koordi- 
natensystems sami p^. Die Bilddistanz des Koordinatenanfangspanktes 
wird geändert; für die Koordinaten erhält man dieselben Strecken. 

Darstellung eines räumlichen Objektes. 

Soll ein räumliches Objekt axonometrisch dargestellt werden, so 
ermittelt man die Koordinaten der einzelnen Punkte in bezug auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Lage zur Bildebene durch 
Ai^be des axonometrischen Achsenkreuzes oder Spurendreieekes be- 
kannt ist, und trägt diese Koordinaten axonometrisch auf; so nennt 
man die Bestimmung des axonometrischen Bildes eines Punktes aus 
seinen Koordinaten. 

Wenn das darzustellende Objekt (was meistens der Fall sein 
wiiMi) drei zueinander normale Hauptriehtui^en von Kanten (Längen-, 
Breiten-, Höhenrichtung) besitzt, so denkt man sieh das Objekt bei der 
axonometrischen Darstellung so gestellt, daß diese Hauptrichtungen 
partmel den Koordinatenachsen sind (axonometrische Stellung des Ob- 
jf^tes). Da keine der Achsen parallel der Bildebene sein darf, werden 
bei dieser Stellung die zu den Koordinatenebenen parallelen Be- 
greazungsebenen des Objektes im Bilde erhalten bleiben und nicht ver- 
sehwinden. Dadurch unterscheiden sich die axonometi-isehen Bilder 
vorteilhaft von jenen oiihogonalen Bildern, bei welchen eine oder 
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4 I. Daa anoiiometriselie ÄchaeDkreuz. 

zwei Hauptrichtnngen des Objektes zur Bildebene parallel sind (Fa- 
rallelstellung des Objektes). 

Die Konstruktion des Bildes wird bei der axottometrischeii Stelluiig 
des Objektes vereinfaclifc. Da man nämlich ohne Änderung des Bildes 
das Koordinatensystem beliebig parallel verschieben und jeden Ohjekt- 
punkt als Koordinaten anfangspunkt wählen kann, so können die zu 
den Hauptrichtungen parallelen Kanten als Koordinaten aufgefaßt imd 
wie diese aufgetragen werden. Bei einem geradlinigen Objekte wird 
man also bei Herstellung des axono metrischen Bildes irgend einen 
Punkt der Zeichenfläche (Bildebene) als Büd eines bestimmten Objekt- 
punktes wählen, die in demselben zusammenstoßenden, zueinander 
normalen Kanten parallel den Achsenbildem im richtigen Sinne, ent- 
sprechend verkürzt, auftragen und von den so erhaltenen Bildpunkten 
in derselben Weise weitergehen; nur wenn andere Kantenriehtungen 
auftreten, muß man für die betreffenden Eckpunkte die Koordinaten 
in bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Anfangspnnlit mit einem 
schon dargestellten Objektpunkte zusammenfällt, suchen und axono- 
metrisch auftragen. 

Ein so hergestelltes axonometrisches Bild gibt in den meisten 
Fällen einen sicheren Aufschluß über das dargestellte Objekt, weil die 
drei Dimensionen zugleich sichtbar sind und dadurch eine richtige 
Vorstellung von der Gestalt erweckt wird, während bei der gewöhn- 
lichen orthogonalen Projektion zur Beurteilung der Gestalt des dar- 
gestellten Objektes erst eine Kombinierung von Grund- und Äufiiß in 
der Vorstellung nötig ist. Die Tatsache, daß aus einer Projektion das 
Objekt im Räume bestimmt erscheint, ist in dem geübten räumlichen 
Vorstellunge vermögen begründet: durch unsere Erfahrung sind uns 
gewisse geometrische Eigenschaften der darzustellenden Objekte so 
selbstverständlich geworden, daß wir sie unwillkürlich beim Anblicke 
eines Budes dem dargestellten Objekte zuschi-eiben und ohne be- 
sondere Überlegung richtig beurteilen, welche von den dargestellten 
Punkten und Geraden in einer Ebene liegen, welche Kanten oder 
Ebenen unter rechten oder spitzen Winkeln sich schneiden usw. 
Ob das Auge beim Anblicke des Bildes annähernd in der Lage des 
Projektionszentnnna sich befindet, ist dabei nicht von so großer Wich- 
tigkeit, als dies oft behauptet wird. — Diesem Umstände, daß man 
durch Voraussetzung gewisser räumlicher Lagenbeziehungen am Ob- 
jekte ein Bild richtig deutet, kann man in folgender Weise einen 
geometrischen Ausdruck verleihen: Wenn man bei einem axono- 
metriachen Bilde eines Objektes das Achsenkreuz parallel den Bildern 
von drei in Wirklichkeit zueinander normalen Kanten wählt, so kann 
man — zufolge unseres räumlichen Vorstellungsvermögens, welches 
das Objekt unwillkürlich mit gewissen geometi-i sehen Eigenschaften 
ausstattet — für jeden Punkt das Bild seines Koordinatenparallel- 
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Verkürzungsmaßstäbe uud Proporbionalwinkel, 5 

epipedes koasti-nieren; wenn dies nicht möglich ist, genügt auch das 
iixonometrische Bild allein nicht für die Benxteüung des dargestellten 
Objektes, eondem es muß noch ein Bestimmungsstück ') für die ein- 
zelnen Punkte gegeben werden. 

Diese Übersetzung von Bildern in die Wirklichfeeit mit Hilfe des 
Vorstellungsvermögena wird bei der Parallelstellung des Objektes durch 
das Verschwinden Ton Ebenen und Kanten erschwert und oft 'unmög- 
lich gemacht. 



Verkiirzungsmaßstilte und Proporti oiialwnikel. 

Die axonometrischen Bilder besitzen außer der Ansehauliohkeit, 
welche einen richtigen Schluß auf die Grestalt des Objektes gestattet, 
noch den Vorsrag, daß sieh aus ilmen alle Größenverhaltnisse des 
Objektes entnehmen lassen. Für die zu den Achsen parallelen Kanten 
wurde die Bestimmung ihrer wahren Längen aus dem Achsenkreuze 
durch Umlegung schon gezeigt. Wenn man für viele solche Strecken 
die wahren Längen bestimmen soll oder umgekehrt beim Konstruieren 
des asonometrischen Bildes die Koordinaten der einzelnen Punkte 
axonometrisch auftragen muß, so kann diese Aufgabe wesentlich ver- 
einfacht werden, da für alle zu einer Achse parallelen Strecken das 
Verhältnis zu ihren Bildern konstant ist; demnach ist nur die Aufgabe 
zu lösen, eine Reihe von Strecken in einem bestimmten Verhält- 
nisse zu vergrößern oder zu verkleinern. Dies geschieht durch Be- 
nützung von Verkürzungsmaßstäben oder Proportional winkeln. 

Verkm-sungsmaßstabe werden verwendet, wenn die Längen der auf- Fi^- i 
zutragenden Strecken in Maßzahlen (Koten) gegeben sind, respektive 
wenn die wahre Lange einer Kante, nach irgend einem gegebenen 
Maßstabe geraessenj gesucht wird. Man trägt (Fig. 4) die betreffende 
Maßeinheit e^ auf den in die Bildebene umgelegten Achsen auf und 
bestimmt für jede der Achsen das Bild dieser Einheit: e^^o«, e^^oh, 
e,^oc. Diese verkürzten oder asonometrischen Einheiten werden je 
einem Maßstabe zugininde gelegt, welcher für die betreffende Achse 
den Originalmaßstab ersetzt. Bei der Konstruktion des Bildes werden 
die Längen der in Zahlen gegebenen Koordinaten, welche verkürzt in 
den Richtungen der Achsenbilder aufgetragen werden sollen, dem zu- 
gehörigen Verkürzungsmaßstabe entnommen; umgekehrt, wenn aus 
dem Bilde die Länge einer zu einer Achse parallelen Kante ermittelt 
werden soll, so wird das Bild der Strecke in dem zur betreffenden 
Achse gehörigen Verkürzungsmaßstabe gemessen, und man erhält un- 
mittelbar die Maözahl der wahren Länge, so daß, wie bei der ortho- 



leti'isclie Grundriß, ' 
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6 I. Das asonometrische Acliseiiki'eua. 

gonalen Projektion eines Objektes in Parailelstellungj dio Kant enlib igen 
direkt aus dem Bilde abgemeseeu werden können. 

Wenn zwei Verkürzungsmaßstäbe identiecli sind, also zwei Acksen 
mit der Bildebene denselbea Winkel einacbließen, so beifit die Pro- 
jektion eine dimebrische; sind alle drei Maßstäbe identisch, also alle 
drei Achsen gegen die Bildebene gleicb geneigt, so beißt sie isometrisch. 
Bei dimetrischer Projektion ist das Spar endrei eck gleicbecbenklig, bei 
isometrischer Projektion gleichseitig. 
4 Froportionalwiiikel werden verwendet, wenn die Koordinaten als 

Strecken gegeben sind, welche mit dem Zirkel einer Vorlage ent- 
nommen werden. Man sncht (Fig. 4) dnrch ümlegung das Bild e 
einer beliebigen, anf einer Achse aufgetragenen Strecke e/, dann be- 
schreibt man mit e^ als Radius einen Kreis K und schneidet auf 
mit e als Sehne einen Bogen ab. Der zu diesem Bogen 
3 Zentriw inkpl ist der gesuchte Proportionalwinkel für die be- 
treffende Achse Be&clueibt man nun mit einer gegebenen Strecke 
als Halbmesser einen mit K konzentrischen Kreis, so ist die zu dem 
ProportionalwiDkel gehoiige Kreissehne die nach dieser Achse axono- 
metrisch yerkiijzte Strecke Für jede Achse wird eia solcher Pro- 
portionalwinkel konstruiert 

Die nm^ekthrte Aufgabe die wthie Länge einer zu einer Achse 
parallelen Kante zu eimitteln, kann nicht mit denselben Proportional- 
winkeln gelöst werden sondern es emd neue WiukeP) zu suchen, bei 
deren Konstruktion Radius und Sehne ihie Bollen vertauschen. Dies 
ist ein Nachteil gegennbei den Veikmzungsmaßstäben. 

Daß auch tut behebige Stiecken d e wahren Längen durch üm- 
legung bestimmt weiiien 1 nuen wnd spiter^) gezeigt werden. 

Bestimmung des Achsenkreuzes. 

Da das Objekt bei der asonometrischen Darstellung mit seinen 
Hauptrichtungen immer parallel den Koordinatenachsen gestellt wird, 
hängt die Anschaulichkeit des ax onometrischen Bildes nur von der 
Lage des Koordinatensystemes zur Bildebene ab. Diese ist nach 
früherem durch Angabe des Spurendreieckes oder Achsenkreuzes be- 
stimmt; daher wird es eich darum handeln, ein Aehsenki'euz zu kon- 
struieren, so daß gewissen Bedingungen genagt wird. 

Es können die Winkel vorgeschrieben sein, welche die Koordi- 
natenebenen oder Achsen mit der Bildebene einschließen. Diese Winkel 
sind nicht voneinander unabhängig, denn die Koordinatenachsen und 



11 In vielen Fällen (wenn dae VertÄrzungsverhältnis kleiner als Yj ist), 
laßt sich kein solcher Winkel konstruieren, 
2) Vgl S 70 
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Bestimmung des Actsenkreuzes. 7 

Koordiuatenebenen l)esitzen komplementäre Neigungswinkel zur Bild- 
ebene; ferner besteht zwischen den Neigungswinkeln der drei Koordi- 
natenachsen die Beziehung cos^ « + cos^ ß -1- cos^ y = 2/) so daß aus 
zwei Winkeln alle Übrigen bestimmt werden tonnen; es seien z. B. 
die Winkel ß und f der Achsen Y,. und Z,, mit der Bildebene ge- 
geben. ^) 

Bei Bestimmung des Achsenkreuzes nimmt mau (Fig. 2) das Pig. 2 
Bild auf einer vertikalen Greraden Z an und wählt die Bilddistanz d 
des Koordinatenanfangapunktes o^ beliebig; das rechtwinklige Dreieck 
s (o^) 3, welches durch die Hohe (o,,) o = d und den spitzen Winkel y 
bei g gegeben ist, liefert die Entfernung des Spurpunktea g von o, 
sowie die Entfernung o3 der Ebenenspur xp von o, wodurch die 
oberhalb o liegende Ecke s und die Lage der Seite xy des Spuren- 
dreieckes bestimmt sind. Die Entfernung der Ecke y von o ist 
gleich der Kathete öy\ des rechtwinkligen Dreieckes (o^oy^, welches 
durch die Kathete (ö^) o ■^ d und den gegenüberliegenden Winkel ß 
gegeben ist. Pur y ergeben sich auf xy zwei Lösungen; welche 
von diesen man wählt, hängt vom Übereinkommen ab; im folgenden 
ist stets die links von Z liegende Ecke des Spnrendreieekes als y 
bezeielmet. Durch y, 2 und die zugehörigen Höhen Y und Z ist 
das Spurendreieck und daher das gesuchte Achsenkreuz bestimmt. 

Es können anderseits bestimmte Verkürzungsverhältnisse für die 
Achsen vorgeschrieben sein; auch dadurch ist d^ Koordinatensystem 
bestimmt, denn die Verhältnisse Fl = — , K = — , F, = — , nach 
welchen die zu den Achsen parallelen Strecken im Bilde verkürzt 
erscheinen, sind gleich dem Kosinus des Neigungswinkels der betref- 
fenden Achsen mit der Bildebene, wodurch die Aufgabe auf den 
früheren Fall zurückgeführt ist.') 

1) Die Hormale vom Koordinatenanfangspankte a^ auf die Bildebene scliließt 
mit den Achsen die Winkel 90 — a, 90 — /?, W — y ein; trägt man auf dieser 
Normalen von 0^ aas die Binlieit auf, so sind for den Endpunkt die Koordinaten: 

003 (90 — b), cob (90 — p), cos (90 — y); 
datier ist 

oos^ (90 — ß) -[- cos» (90 — P) -f cos' (90 — y) = 1 

2 ..„.. + . i.., + .i.., = . 

2) Die Summe von ß und y muß kleiner als 00" ?ein 

3) Die VerküraungsTerMltnisBe (auch Eeduktionsko effizienten Renanutl s>ind 
wie die Neigungswinkel der Achsen zur Bildebene mcht vonemander unabhängig, 
sondern ea ist F| -f ''^^ + ^t = ^- ^^° pA^gt dahei gewölmlifli 

F^ ; Fj, : F, = m n ß 
zu geben, d. h. das Verhältnis der Bilder gleichei, zu den ^.chsen paialleler 
Strecken. Aus dieser Proportion und der. erwAhntfn GleidiuBg eigibt sick 
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8 T. Das asonomettisclie Achaenlcreue, 

Diese beiden Aufgaben, zu gegebenen Neigungswinkeln der Achsen 
mit der Bildebene oder zu gegebenen Verkiirzungaverliältnissen das 
zugehörige Achsenkreuz zu konstruieren, wurden sehr eingehend') 
behandelt, hauptsächlich deshalb, weil man es für vorteilhaft hielt, wenn 
die Längen der Projektionen einer auf den drei Achsen aufgetragenen 
Strecke in möglichst einfachen Verhältnissen stehen. Zur Vereinfachung 
der Eonstruktion der Bilder trägt dies nicht bei, da sich, wie früher ge- 
zeigt wurde, die Verkürzungsraaßstäbe und Proporti onalwinkel, welche 
ausschließlich yerwendefc werden, auch bei nicht sehr einfachen Vet- 
bältnissen geometrisch leicht herstellen lassen.^) Auch die Anschau- 
lichkeit der Bilder hängt nicht wesentlich Ton der Einfachheit dieser 



und nuß läßt sich aus den Winlieiii a, p, 7 das AchaöEkieiiz Jfonsti'uiei-ön. — 

Erwäimt sei noch die schon von Weisbach angegebene KonBtmition: Die 
Winkelhaibierendeti, eines Dreieckes, demen Seiieti im Verhältnisse 1»° ; »' : ^' 
steheK, geben das AdhsenkretiM. Weisbaeh fflhrt neben der trigonometrisclien 
Herleitnng dieser Konstruktion noch folgenden hübschen Beweis an: Die Fuß- 
pnnkte 1, 2, 3 der Höben im Spnrendreiecke bilden ein Dreieck, dessen Winkel- 
halbierende die Aohsenbildet sind. Das Dreieck 123 hat zam Mittelpunkte 
des eingeschriebenen Kreises mit dem Radius )■; die Seite» des Dreieckes lassen 
sich leickt aus m : n : p bestimmen: Bezeichnet man die Strecken ö^, ö^, ö^ 
mit «,., 6,, c,. tind ihre Bildet mit o, J?, c, sowie die Bilddistana ö^ mit d^ so 
besteht wegen Ähnlichkeit der Dreiecke oxy und ö21 die Gleichung 



V -■ 'y (cj' 



daher ist 

-^-— (;)M:)"^(0'— -• 

1) Meyer, G. 27*. u, M. Z£, Lehrbuch der Axonometrie 1863, Möüinger,, Lehr- 
buch der dis -isometrischen Tind mono-isometriacben FarallelperspektiTe 18B3. 
Weisbach, Anleitung aum asonometrisoben Zeichnen 1857. Seissig, Grundzuge 
einer trigonometrischen Projektionsmethode 186*. DelahoA-, Die Polai'- und 
Parallelperspektive 1870. Pesehka, Graphische Lösnng der axonometii sehen 
Probleme 1875 (Zeitschrift d. Vereines d. Ingenieure, Band XIX). 

3) Diesen Gedanken spricht schon SkuJiersky (Orthographische Parallel- 
perspektive, Seite 98 u. ff.) aus, ebenso Stmtdigl in der Einleitung seines Lehr- 
buches. Es ist daher um so mehr zu verwundem, daß Staudigl die ziemlich 
zwecklose und leicht zu Irrtümern fahrende hypotheüsehe Vergrößerung empfiehlt. 
Diese wurde von MöUinger zur Erspanmg eines Verkürzungsmaßstabes ein- 
geführt und besteht darin, daß man parallel zu eine/' Achse die Koordinaten 
unverkürzt aufträgt und die anderen entsprechend vergrößert, so daß eigentlich 
das Bild ein entsprechend vei^rößertes Objekt darstellt. 
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Vcrhältniszalilen ab. In der Praxis wird es daher nur selten vor- 
kommen, daß solchen Bedingungen ku genügen ist, sondeni es wird 
allein die Forderung gestellt sein, durch entsprechende Wahl eines 
Achsenkreuzefi günstige Bilder zu erzielen, was um so leichter zu er- 
füllen ist, als man bei Wahl des Achsenkreuzes oder Spnrendreieekes 
einen weiten Spielraum hat; denn jedes spümMtklige Dreieck hmn 
als 8pivrcndreiec%, oder irgend drei Halhstraklen, wache skimpfe WiiQtel 
einschließen, können als ein orihßgonales axonometrisches Achsenkreuz 
angesehen werden. 

Früher wurde nämlich gezeigt, wie man aas den Schnittpunkten 
X, y, z dreier rechtwinkliger Koordiuatenaxen mit der Bildebene die 
Lage des Koordinatenanfangspunktes bestimmen kann. Diese Be- 
stimmung läßt sieh auch durchführen, wenn x, y, s ganz beliebig 
angenommen werden, nur muß der Höheuschnitt des Dreieckes xys 
innerhalb desselben fallen; denn (Fig. 1) z. B. xo^\ muß ein recht- 
winkl^es Dreieck sein mit dem rechten Winkel bei o^, und daher 
muß der Fußpunkt o der Höhe zwischen x und 1 liegen, d. h. der 
Höhenschnittpunkt fällt innerhalb des Dreieckes xyz. Auch folgende 
Überlegung fahrt zu dieser notwendigen und hinreichenden Bedingung: 
Of muß auf einer Kugel mit dem Durehmesser xy, folglich seine 
Projektion innerhalb des Kreises über xy als Durehmesser liegen, 
oder der Winkel xoy muß ein stumpfer Winkel sein; dasselbe gilt 
für zwei andere Achsen. 

Wenn demnach jedes spitzwinklige Dreieck als Spurendreieck 
aufgefaßt werden kann, wird die Wahl leicht so zu treffen sein, daß 
man Bilder erhält, welche einen natürlichen Eindruck machen. Man 
muß nämlich berücksichtigen, daß die asonometrisehe Stellung des 
Objektes nicht die natürliche ist, wenn — wie dies üblich^) ist — ■ die 
Bildebene vertikal vorausgesetzt wird, und daher keine der Haupt- 
richtungen vertikal sein kann; das darf im Bilde nicht zu sehr störend 
zum Ausdruck kommen. Um dies zu erreichen, empfiehlt sieh, bei 
Annahme des Achsenkreuzes die folgenden Punkte zu berücksichtigen: 

1) Die mit der Höhenrichtuug zusammenfallende Achse sei Z,.^ 
dann soll ihre Projektion Z veiükal gewählt werden, damit Gerade, 
welche man vertikal zu sehen pflegt, auch im Bilde so erscheinen; 
ein Verstoß dagegen wirkt stets störend. 

2) Bei den meisten Objekten liegt ein großer Teil der Kanten 
in den sogenanten Diagonalebenen, welche mit der Längen- und 
Breitenrichtung gleiche Winkel einschließen, so z. B. Gesimsverschnei- 
dimgen. Man soll es vermeiden, daß diese Diagonalebenen normal 

11 Wie Bchon m dei Einleitting heiTOrgehobeii wurde, wäre eigentlich die 
Voietellung natürlicher, daß man dat Obiekt in seiner aufrechten Stellung be- 
UQt und die Bildebene geneigt annimmt 
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10 I- Das asOEümetriache Achsenkreuz. 

zur Bildebene liegen, weil sonst die Bilder aller in ihnen liegenden 
Kanten in eine Gerade fallen, wodurch die Anschaulichteit des Bildes 
leidet. Deshalb soUeH die Achsen X^ und Y^, welche parallel der 
Längen- und Breitenrichtung sind, nicht gleich geneigt zu xy sein, 
oder im Bilde sollen die Haibetrahlen X und Y (von welchen der 
nach rechts gerichtete im folgenden stets mit X bezeichnet wird) mit 
dem nach oben gerichteten Halbstrahle Z verschiedene stumpfe Winkel 
einschließen. Am günstigsten wird es sein, wenn das rechtwinklige 
Dreieck xo^y einen Winkel von ungefähr 30" enthält. 

Jene Achse, welche dem kleineren Winkel (30**) anliegt, schließt 
auch mit der Bildebene den kleineren Winkel ein und wird daher 
im Bilde weniger verküi-zt; mit dieser wird man die Längenrichtung 
des Objektes zusammenfallen lassen, weil die wirklichen Verhältnisse 
der Dimensionen des Objektes im Bilde nicht zu sehr verändert 
werden soUen; sonst könnte z. B, ein Rechteck als Rhombus erscheinen 
oder gar die kürzere Seite eines Rechteckes im Bilde zur Uingeren 
werden, was vermieden werden muß, wenn die Bilder einen möglichst 
natnrähnlichen Eindruck machen sollen. ■ 
Fig. 3 Bei der Entscheidung, welche der beiden Achsen mit xy den 

kleineren Winkel einschließen soll, ist noch auf folgendes Rücksicht 
zu nehmen: Man pflegt bei Schattenbestimmungen fast immer di^ 
Licht von links oben einfallen zu lassen; es soll nun nach Möglich- 
keit vermieden werden, daß die größeren sichtbaren Begrenzungs- 
flächen des Objektes im Selbsts chatten ei^cheinen. Wie dies zu er- 
reichen ist, sieht man am besten, wenn man ein vertikales recht- 
winkliges Prisma mit ungleichen Kanten so zeichnet (Fig. 3), daß 
bei der erwähnten Lichtstrahlenrichtung die kleinere siditbare Seiten- 
fläche im Selbstachatten ist. Dabei ist zu unterscheiden, ob die obere 
Basis des Prismas sichtbar ist (Obersicht) oder die untere (ünt&rsickt). 
Wählt man nun in jedem der beiden Fälle drei unter stumpfem Winkel 
aneinander stoßende Kantenbilder als die Bilder der Halbachsen der- 
art, daß Z nach oben, X nach rechts und Y nach Hnks gerichtet ist, 
so folgt aus der Betrachtung der beiden Prismenbilder die Regel: 
Bei Obersicht^) soll die X^-Achse^ bei Uniersieht die Y^-Aclise weniger 
verkürgt werden, also .X^ respektive Y^. einen Winkel von imgefähr 
30" mit der Spur scy einsehließen. Man sieht ferner, daß die durch 
die Halbachsen X, Y, Z dai-gesteUte Ecke bei Obersicht die konkave 
Seite dem Beschauer zukehrt, bei Untersicht die konvexe Seite. Wenn 
man die Bildebene (wie dies im folgenden immer geschieht) so wählt, 
daß der Bilddurehstoßpunkt s oberhalb o liegt, so folgt, daß man bei 
Obersicht den KoordinatencmftMtgspunkt hinter der Bildebene, bei Unter- 
sicht vor dieser gu denken hat. 



1) Stauäigl gebraucht die Ausili'iioke; Bamufsicht und Danmte-rsicht. 
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Beatimmung des Achsenltreusea. 11 

3) Die Z^-Achse soll im Bilde nieht zu aelir Terkürzt werden, 
sondern mit der Bildebene einen mögliclist kleinen Winkel y einschließen, 
weil ein zu starkes Herausdrehen des Objektes aus der gewöhnlichen 
Parallelstellung einen unnatürlichen Eindruck macht und verzerrte Bilder 
liefert. Der Winkel y*) soll höchstens so groß sein, daß siny^^- ist. 

Um allen diesen Forderungen gerecht zu werden, kann man beim Kou- Fig. 4 
struieren des Achsenkreuzes am einfachsten in folgender Weise verfahren; 

Nachdem man sieh enfachieden hat, ob das Objekt in Ober- 
oder Untersicht gezeichnet werden soll, wählt man (Fig. 4) auf einer 
horizontalen Geraden eine Strecke xy, beschreibt darüber einen Halb- 
kreis und nimmt in diesem den Scheitel (o^) eines rechtwinkligen 
Dreieckes an, so daß der Winkel bei x oder y — je nach Ober- oder 
Untersicht — ■ ungefähr 30* betragt. Auf der Höhe (o^)3 des Dreieckes 
trägt man ungefähr ihren vierten oder fünften Teil^) von 3 aus nach 
oben auf und erhalt dadurch das Bild o des Koordinatenanfangs- 
punlites. Ein so konstruiertes Achsenkreuz") wird immer günstige 
Bilder liefern, wenn man sieh das Objekt so gesteUt denkt, daß die 
Längenrichtiing mit der weniger verkürzten Achse pai^allel ist. 

Will man nunmehr die Verkürzungsmaßstäbe oder die Proportional- 
winkel*) für dieses Achsenkreuz bestimmen, so wird man auf Schwierig- 
keiten stoßen, da s gewöhnlich außerhalb der Zeichenfläche liegt; 
daher seien Hilfskonstruktionen angegeben, welche auch mit Vorteil 
verwendet werden können, -wenn s innerhalb der Zeichenfläehe liegt. 

Da stets die TJmlegung des Dreieckes xo^y vorliegt {Fig. 4), so 
läßt sieb 

a) die Umlegung von o^ um x^ finden, da [oj auf Y liegt, und 
die wahre Länge von xö^ gleich x(o^) ist; (die Umlegung der .^,.-Äch8e 
ist normal zu [o^]^); 

b) die Umlegung des Dreieckes "0^3 finden dn [o^] vif einer 
Parallelen zu ry duich o liegt, und die wahie Lange tcu (,.j gle i-h 
('(J3 ist (die Umlegung der Z Ach'ie ist normal 7u { j i) 

&md m e nem be&oudeien Falle Grunde vorhanden bei derWdhl 
des Achsenkieu/eö obige Bedingungen — mit Ausnahme der veiti 
kalen Lage \on Z — nicht zu beiurksichtigtu sj wtiden liefe 
Giilnde auth fai die Bestimmung des iihsenkieuzeb mißj^ebend sein 



1) Staudtgl nennt dieben "\\ i k 1 y 1 i 7^71, (tw>sa< Ul ind den W nl ei 
t^3,y len Drehungsrntü,''! 

' ^"^ ■" ^ ÜV^ "^ "^ 

o) Mohs verwendet Lei dei Da stell ng on Ki st Uf tup i c i \. 1 c 1^ r / 
bei wel hem tg o^a, / = 4- und am 5 ~ ^ ist 

4) Diese Bind natüilict unabhaiig g vom Sjuiendieiecke inl nu Im ii lab 
axonometnaciie 4:,h<<enkienz Lestimmt 
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n, Darstellung von Punkt, Gerade und Eboue, 



IL Darstellung von Punkt, Gerade und Ebene. 

Die orthogonale Axonometrie bietet niclit uur bei der Darstellung 
von Objekten praktische Vorteile, indem sie anschauliche Bilder liefert 
und ermöglicht, aus den Bildern die wahren Längen der Kanten leicht 
zu entnehmen, sondern hat auch dadurch große theoretische Bedeutung, 
daß sich in dieser Projektionsmethode alle Konstruktionen mit Be- 
nützung des Achsenkreuzes direkt — ohne Zurückführung auf die 
gewöhnliche orthogonale Darstellung des Punktes durch Grund- und 
Aufriß — ausfuhren lassen. Bevor auf diese theoretischen Betrach- 
tungen eingegangen wird, muß die axonomefcrische Bestimmung der 
Grundelemente, sowie die übliche Bezeichnung besprochen werden. 

Für das Koordinatensystem, auf welches die geometrischen Ele- 
mente bezogen sind, und welches durch das vorgelegte Achsenkreuz^) 
bestimmt ist, gebraucht man folgende Bezeichnungen: 

Die Ebene X^Y^ wird Grundrißebene, die Ebene X^Z^ Aufriß- 
ebene und die Ebene Y^Z^ Seitenrißebme genannt. Dementsprechend 
heißt auch z. B. der Fußpunkt p/ der Normalen vom Punkte ])r ^"f 
die Ebene X^ Y^ der Grundriß von p^ — die orthogonale Projektion G" 
einer Geraden G, auf die Ebene X^^Z^ der Aufriß der Geraden — der 
Schnitt e/ einer Ebene s^ mit der Ebene Y^Z^ die Seitenrißepur der 
Ebene uaw. 



Der Punkt. 

1 Sind die Koordinaten eines Punktes p^ gegeben, so läßt sich das 

axouo metrische Bild seines Koordinatenparallelepipedes und daher des 
Punktes p^ finden; umgekehrt kann man aus dem Bilde des Koordi- 
natenparallelepipedes die wahren Längen der Koordinaten und daher 
die Lage des Punktes im Räume bestimmen. 

Das Bild des Koordinatenparallelepipedes Itann konstruiert wer- 
den, wenn die Bilder zweier nicht in den Achsen liegenden Ecken 
bekannt sind; infolge dessen ist die Lage eines Punktes bestimmt, 
wenn die Bilder zweier solcher Ecken gegeben sind; man wählt bei 
der axonometi-ischen Darstellung die Bilder des Punktes p^ und einer 
seiner Nachbareeken pj, p", p^" und nennt 

p d. i. ätxs orthogonale Bild des Grundrisses p/: dm axoiiometrisühen 
Grundriß des Punktes jj^, 

1) Eb sei noclunals lieivorgehoben , daß von den drei Halbaciiöen, sowohl 
bei Obersicht als üntei'sioht im folgenden das nach oben gerichtete Bild als Z, 
das nach rechte gerichtete Bild als X, das nach links gerichtete Bild als Y 
bezeichnet wbd. 



y Google 



Der Punkt 13 

p" d. i. das orthogonale Bild des Aufrisses p^': den axonomeirischen 
Aufriß des Ptmhies p^, 

p" d, i. das orihogonale Süd des Seitenrisses p^": den axonometrisehen 
Seiienriß des Ptmlztes p^. 
Demnach wird ein Punkt asoaoraetrieeli dargestellt durch sein 
axonometnsches B IJ ^ uji 1 einen seiner axonometrisehen Risse 
p i p mai best mmt 7ieist (Flg. 1) aus zwei Koordinaten einen 
\xonoraeti sehen E ß Imeh asonometi'isches Auftragen der dritten 
Koordinate gelangt min z im Bil le p. 

Zw schtn e nem ix nometiisehen Risse und dem axonometri- 
sehen B 1 le besteht d e Be? ehung daß ihre Verbindungslinie parallel 
ZI einem A hsenl llf st ui 1 zwir zum Bilde jener Achse, welche 
uf lei \oardmatenel ene de« betieffenden Bisses nonnal steht. Die 
beiden asonometrischen Bestiramungsstüeke eines Punktes sind nur 
an diese Bedingung geknüpft, d. h. wenn zwei beliebige Punkte 
dieser Bedingung genügen, so können sie als zusammengehörige 
axonometrisclie Bestimmungsstücke angesehen werden, z. B. zwei 
Punkte auf einer Parallelen za Y als p und p". Wie auch die beiden 
Punkte sonst liegen mögen, immer ist durch sie ein Punkt im Räume 
j gegeben. 

Zwischen zwei axonometrisehen Rissen besteht die Beziehung, 
daß sieh die Bilder der Normalen auf die ihren Ebenen gemeinsame 
Achse im Bilde dieser Achse achneiden; zwei beliebige Punkte, welche 
dieser Bedingung genügen, können auch als axonometrisehe Bestim- 
mungsstücke eines Punktes angesehen werden, doch wird wohl selten 
davon Gebrauch gemacht. 

Es hat sieh eingebürgert, den Grundiiß zu bevorzugen, und so 
wird meistens ein Punkt p^ durch p und p' gegeben; der axono- 
metrisehe Aufiiß und Seitenriß lassen sich auf G-rnnd der angeführten 
Lagenbeziehungen zwischen den Rissen und dem Bilde bestimmen 

(Ri?. 1). 

Einige besondere Lagen von Punkten bezüglich des Koordinaten- 
systemes seien hervorgehoben: Wenn p^ in einer Koordinatenebene 
liegt, so fällt ein asonometrischer Riß mit dem Bilde zusammen, die 
beiden anderen Risse liegen in den Achsenhildern , z. E. für einen 
Punkt der Grundrißebene ist p^p', p" liegt in X und p"' in Y. 

Wenn p^ in einer der Achsen liegt, so fallen zwei axono- 
metrisehe Risse mit dem Bilde, der dritte mit o zusammen. 

Das Projektionezentmra hat einen axonometrisehen Gi'undriß, 
welcher bei Obersicht unendlich fern in der negativen Richtung von Z 
liegt, bei Untersicht unendlich fem in der positiven Richtung von Z. 

Ein in der Bildebene liegender Punkt ist durch keine besondere Lage 
der axonometrisehen Bestimmungsstücke ausgezeichnet. 
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1 Pimkt, Oerade und Eben 



Die Gerade. 



Wenn alle Punkte einer Geraden üsonometiiech dargestellt wei- 
den, so liegen die axonometriachen Bilder der Punkte in emei Geiaden 
G, dem axononielHschm Bude der GvTaäm — alle axouometiischeu 
Grundriese der Pirnkte in einer Geraden G', dem axonometnscJicti 
Grundrisse der Geraden; G' ist demnach die orthogonale Bildpro- 
jektion des Grundrisses GJ der Geraden, jn gleicher Weise bezeichnet 
man als axonomdrischm Aufriß G" und nTomnid) tsehen Hntennß G'" 
die orthogonalen Bildprojektionen dea Aufrisses (?/' und Seitenne&ey 
G"' der Geraden G^. 

Von jedem Punkte j}^ der Geraden G^ liegt also p in G, f' in 
G', ij" in G" und p'" in G'" oder umgekehrt; Jede Parallele zu Z 
schneidet aus G und G' das axonometiiBche Bild und den asono- 
metrischen Grundriß eines Punktes der Geraden aus; zwei Pai-al- 
lele zu Y und Z dureh einen Punkt von X schneiden aus G' und 
G" den axonometri sehen Grund- vce^A Au&iß eines Punktes der Gera- 
den aus usw. — Demnach können aus zwei von den Projektionen 
G, G', G", G'" die anderen bestimmt werden; denn für jeden Punkt 
der Geraden sind dann zwei seiner axonometi'ischen Beatimmungsstiicke 
gegeben, und daraus lassen sich die beiden anderen bestimmen. Da- 
her genügen zur axonometriachen Darstellung einer Geraden zwei Ton 
den Projektionen G, G', G", G'"; man wählt gewöhnlich das Bild G 
und den axonometrischen Grundriß G'. 

Zwischen den zwei axonometrischen Bestimmungs stücken der Ge- 
raden bestehen im allgemeinen keine besonderen Lagenbeziehungen, 
Daher können zwei beliebige Gerade der Zeichenebene als axono- 
metriaches Bild und axonometrischer Biß oder als. zwei axonometrische 
Eisse einer Geraden angesehen werden; dadurch ist dann eine Gerade 
im Räume eindeutig bestimmt.*) 
5 Unter allen Punkten der Geraden sind diejenigen ausgezeichnet, 

welche in den Eo ordinateneben en liegen; sie werden Spurpiml(te ge- 
nannt und können leicht bestimmt werden, da für jeden Punkt einer 
Koordinatenehene ein Riß mit dem Bilde zusammenfällt und die bei- 



1) Nur wenn das asonometriaclie Büd parallel au eiuem. Äclisenbilde ist, 
muß es mit einem Riß zusammenfallen; — und wenn ein axonometriaclier Eiß 
mit einem Achsenbilde parallel ist, muß entweder das Bild damit identisch sein, 
odei' noch ein Biß an eiuem aweiten Ächsenbilde parallel sein und der Schnitt- 
punkt dieser beiden Risse in dem dritten Aohsenbilde liegen. — Daher können 
zwei Gerade, von welchen eine an einem Aehsenhilde parallel ist, nicht als he- 
liebige BeatiinmungBatäcke einer Geraden im Eanme aufgefaßt werden; a. B. 
wetm eine Gerade parallel zu Z ist, ka,nn die andere nicht als G' gewählt wer- 
den, und wenn die au Z parallele Gerade seihst als ß' gewählt wird , ho kann 
die zweite nicht ß sein usw. 
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Die Geradü. 15 

den anderen Risse in den Achseiibildem liegen. So bat a. B. die 
Grundrißspur \ den axoitonteitischm G-rundriß h' im Schnitte von G 
imd G', den axonometrisehen Aufriß A" in JL (und G"), den axono- 
mefcrisclien Seitenriß /('" in 7 (und G"'). — Sind G und G' gegeben, 
so findet man die drei Spurpunkte \, v^, s^ aus folgenden Beziehungen: 
h^h' ^ G G'; v'^ G'X; s'^ G'Y; daraus lassen sieb für diese Punkte 
die Bilder und anderen Risse leicht konstruieren (Fig. 5). 

Die Spurpunkte werden auch am beaten verwendet, wenn man 
aus zwei axonometrisehen Bestimmungsstiicken einer Gferaden, z. B. 
G und G', die beiden anderen G" und G'" euebt (Fig. 5). 

Einige besondere Lagen der Geraden zum Koordinatensysteme 
oder zur Bildebene seien beiyorgeboben: 

Ist eine GEerade parallel zu einer Koordinatenebene, so sind zwei 
axonometriscbe Risse zu zwei Acbeenbildem parallel und scbneiden 
sieh im dritten Acbsenbilde; der dritte Riß ist zum axonometrisehen 
Bilde parallel; a. B. für G,\\X,Z^ ist G'jX, G'" \\Z und G"IG; in 
diesem Falle ist durch G' und G'" die GEerade nicht bestimmt. 

Liegt G^ in einer Eoordinatenebene, so fäUfc ihr axonometrieehes 
Bild mit dem betreffenden axonometrisehen Riß zusammen und G,. ist 
also durch das Bild allein schon bestimmt.^) Bei der ümkehrung ist 
ein Fall auszunehmen: wenn nämlich G^ in einer zur Bildebene und 
zu einer Koordinatenebene (z. B. X^Y^) normalen Ebene s^ hegt, so 
fäUt auch das asonometrische Bild (parallel Z) mit einem axono- 
metrisehen Riß (Grundriß) zusammen, ohne daß die Gerade G^ m 
einer Koordinatenebene liegen würde, vielmehr ist sie unbestimmt, da 
jede Gerade von s^ den Bestimmuugs stücken entspricht*); zur Fest- 
legung der Geraden muß also in dem Falle, als das Bild und ein Riß 
in eine Gerade parallel dem Bilde jener Achse zusammenfallen, welche 
zur Rißebeae normal ist, noch ein Bestimmungsetück gegeben werden. 
(Gewöhnlich gibt man zwei Spurpunkte zur Bestimmung der Ge- 
raden an.) 

Ist G^ parallel zu einer Achse (z. B. Z^), so ist ein asono- 
metriacher Riß (Grundriß) ein Punkt, die anderen axonometrisehen 
Risse und das Bild sind parallel dem Achsenbilde (Z). 

Ist Gj. normal zur Bildebene, so ist das axonometriscbe Bild G 
ein Punkt; G', G", G'" schneiden sich in G und sind bezüglich zu 
Z, Y, X parallel. 



1) Das zweite BeBtimmtmgaatüclc ergibt sich daraus, daß O,. in eine 
gebenen Ebene (Mer einer Kooi'dinatenebene) liegt, 

ä) Die Ebene f^ ist bildflächprojizierend und grmtdfläcbprojinierend. 
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n. Darstellimg von Punkt, Gerade und Ebene. 



Die Etieae. 



Fig. 6 Alle Geraden einer Ebene £, haben Grundrißspuren, deren Bilder 

111. einer Geraden h'', der axonometrischen Grundrißspur der Ebene 
liegen; e'' ist das axonometrische Bild der wahren Grundrißspur £* und 
bestimmt diese eindeutig als Gerade einer Koordinaten ebene. In gleicher 
Weise enthält die axonomeirische Aufrißspur e' die Bilder der Aufriß- 
spuren aller Geraden Ton e^ und die axonomeiriscJie Seitenrißspur s' 
alle Bilder der in der Ebene Y^Z^ liegenden Punkte von e/, die 
Schnittlinie von s^ mit der Bildebene wird als BiMspiir s'' be- 
zeichnet. 

Da eine Ebene durch zwei ihrer Geraden gegeben ist, geniigen 
von diesen vier Spuren, welche durch ihre Bilder schon bestimmt 
sind, zwei; deshalb muß zwischen ihnen ein Zusammenhang bestehen 
(Kg. 6): 

1) Die Bildspur schneidet die drei anderen axonometriscben 
Spuren in den Seiten des Spurendreieckes. 

2) Die asonometrische Grundriß-, Aufriß- und Seitenrißspur 
schneiden sich paarweise in den Achsenbildem, 

Diese Beziehungen genügen, um aus zwei Spuren die übrigen zu 
bestimmen; sie müssen auch allein erfüllt werden, wenn zwei be- 
liebige Gerade der Zeichenebene als axonomeirische Spuren einer 
Ebene aufgefaßt werden sollen. 

Wenn man die Bildebene parallel verschiebt, wird sich auch die 
Bildspur parallel verschieben, alle anderen axonometrischen Spuren 
bleib eu unverändert. 

Es sei noch erwähnt, wie besondere Lagen einer Ebene in der 
axonometriechen Darstellung zum Ausdruck kommen: 

Ist £j, parallel einer Kooi'dinateuebene (z. B. zur Seitenrißebene), 
so sind zwei asonometrieche Spuren parallel zu Achsenbildem 
(£*|[Y", t^\Z), die dritte axonometrische Spur (e') liegt unendlich 
fem, und die Bildspur e' ist parallel zur BÜdspur der betreffenden 
Koordinatenebene (»/«). 

Ist E^ normal einer Koordinatenebene (z. B. zur Grundrißebene), 
so sind zwei axonometrische Spuren (*" und t') parallel zum Bilde 
jener Achse (Z), welche zu s^ parallel ist. 

Geht £^ durch eine Achse, so fallen zwei axünometriache Spuren 
mit dem Bilde dieser Achse zusammen. 

Ist e^ parallel der Bildebene, so sind ihre axonometrischen Spuren 
parallel zu den Seiten des Spurendrei eckos und die Bildspur liegt 
unendlich fem. 

Ist f^ normal zur Bildebene, also bildflächprojizierend, so fallen 
alle axonometrischen Spnren mit der Bildspur zusammen. 
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Punkt und Güradi;. Zwei Gei'ade, 



III. Lagenbeziehungea von Punkt, Gerade nnd Ebene. 

Wenn TOn den Gnmdelementen : Punkt, Gerade und Ebene, eines 
in dem anderen liegt, resp. einea durch das andere liindu rohgeht, so 
sagt man, die 'beiden Elemente lieget perspektiviscJi. 

Punkt und Gerade. 

Wenn ein Puntt und eine Gerade perspektivisch Hegen, eo müssen 
die axonometrisehen Bilder und gleichnamigen asonometrischen Risse 
Ton Punkt und Gerade perspektivisch liegen; umgekehrt, wenn zwei 
gleichartige axonometrisehe Bestimmungsstiicke einer Geraden nnd 
eines Punktes perspektivieeh Hegen, so li^en auch die dadurch be- 
stimmten Elemente im Räume perspektivisch. 

Jeder Punkt einer Geraden ist durch ein axonometrisehes Be- 
stimmungsstück gegeben; df^egen sind für eine Gerade, welche durch 
einen gegebenen Punkt geht, zwei axonometrisehe Eestimmungsstücke 
notwendig^}, z. B. ihr Bild und axonometrischer Grundriß, oder zwei 
axonometrisehe Bestiramangsstüeke eines anderen Punktes. 

Aufgaben: Eine Gerade ist durch & und G' gegeben; von einem 
Punkte p^ der Geraden sind die axonometriBChen Risse anzugeben, wenn 
sein Bild j) m G gegeben ist. — Kanu man für einen Punkt q^ der Geraden 
&ff den axonometnsehen Eiß q" oder q'" willküriieh wählen? 

Zwei Punkte p^ und g^. sind durch ihre axonometrischen Bilder und 
Aufrisse gegeben; von der mit den Punkten perspektivisch liegenden Ge- 
raden ist der axonomeiirische Grundriß anzugeben. 

Ein Punkt p^ ist durch pp gegeben; jene Gerade, welche durch p^ 
geht und parallel .X,. ist, soll axonometrisch dargestellt werden. 

Ein Punkt p^ ist durch seinen axonometrischen Grund- und ÄuMß 
gegeben; jene Gerade (?^ durch p^, welche normal der Bildebene ist, soll 
axonometrisch dargestellt werden: G'fZ diu-cb p' nnd öf'Hr durch p". 

Ein Punkt p^ ist durch pp' gegeben. Eine Gerade ff,, durch p^ 
parallel der Grundrißebene (Aufrißebene) ist axonometrisch darzustellen, 
wenn ihr axonometrisehes Bild gegeben ist: ff'||6' (&'j|X). 

Eine Gerade ist durch GG-' gegeben. Ein Punkt p^ der Geraden ist 
axonometrisch darzustellen, wenn er in einer gegebenen, 5;ur Grundrißebene 
(Aufrißebene) parallelen Ebene liegt. 



Um au entscheiden, ob zwei axonometrisch dargestellte Gerade Pig, 7 
G^ und L^ sich schneiden, ist zu untersuchen, ob es einen Punkt p^ 

1) Dies findet darin seine Erklärung, daß auf einer Geraden oo' Punkte 
liegen, aber durch einen Punkt oo' Gerade hindurchgeiieu. 
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18 JII- IJagenbeaiehnngen tob Punkt, Gerade uad Ebene. 

gibt, welcher mit beiden Öeraden perspektivisch liegt; für einen 
solchen Punkt muß (Fig. 7) p mit G und L perspektivisch liegen, 
also der Schnittpunkt von G und L sein, und die axonometrischen 
Risse des Punktes p^ mäaaen mit den Schnittpunkten der gleich- 
namigen Risse von G^ imd L^ identisch sein, d. h,: Zwei Gerade 
schneiden sich, wenn der Schnittpunkt der Bilder und der Schnitt- 
punkt gleichnamiger axonometri acher Risse zusammengehörige axono- 
metrisehe Beetimmungsstücke eines Punktes sind, also ihre Verbin- 
dungslinie parallel zum betreffenden Achsenbilde ist; z. B. muß der 
Schnittpunkt von G und L mit dem Schnittpunkte von G' und L' 
in einer Parallelen zu Z liegen. 
s Schneiden aich G und L, G' und L' u. s. w. außerhalb der Zeichen- 

fläche, so muß die Unterauchung in anderer Weise geführt werden; 
man nimmt in G^ und t^ je einen Punkt an (Fig. 8) und legt 
eine Hilfsgerade A^ hindurch, ebenso bestimmt man eine zweite Hilfs- 
gerade S^, welche G^ und L^ schneidet; haben Ä^ und B^ einen 
Punkt geraeiu, liegen sie also in einer Ebene, so müssen auch G^ und 
Lj. dieser Ebene angehören, d. h. sich schneiden. Ä^ imd B^ können 
stets so gewählt werden, daß ihre axonometriaehen Bilder und Risse 
sich auf der Zeichenfläche achneiden. '^) 

Liegt der Schnittpunkt zweier Geraden unendlich fem, d. b. sind 
die Geraden parallel, so müssen die axono metrischen Bilder imd gleich- 
namigen Risse parallel sein; eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die 
Geraden zur Bildebene oder einer Koordinatenebene normal sind, weil 
dann als Bilder, resp. Risse keine Geraden, sondern Punkte auftreten. 
— Umgekehrt kann man aus dem Parallelismua der gleichnamigen 
axonometrischen Bestimmungsstücke schließen, daß die dargestellten 
Geraden parallel sind.^) 

Haben zwei Gerade gemeinsame Bilder, so liegen sie in einer 
Ebene (normal der Bildebene); ob sie sich aehneiden oder parallel 
sind, entscheiden die Risse; im ersten Falle ist der Schnittpunkt durch 
seine Risse bestimmt, welche mit den gleichnamigen Rissen der bei- 
den Geraden perspektivisch liegen; im zweiten Falle sind alle Bisse 
parallel.*) Zwei Gerade mit zusammenfaüenäen Bildern heißen Dw/c- 



1) Die beiden Hilfsgeradea können atioli inabesondere in zwei Koordinaten- 
ebenen gewäblt werden; dann sind es die Spuren der Ebene, die man durch. 
Gj. uad L^ legen kann, d. h. wenn sieb G^ und i,. scbneicien, 30 müssen sieb 
die Terbindungalinien der Gnmdrifi- uncf Äufrißspuien in S. ecbneiden. 

2) Nur wenn die Bestimmungsstücke nicbt binreiebend sind, also z. B. 
(?' II L II Y nnd Ö" || £" i| Z gegeben sind oder G=Q-'\\Z -anA L^ L' || Z sind, 
kann man daraus keinen Scbluß auf die gegenseitige Lage der Geraden ziehen, 
weil die Geraden unbestimmt sind. 

3) In einem besonderen Falle können aucb zwei gleicbnamige Risse Punkte 
sein; dann sind die anderen Bisse mit dem Bude parallel. 
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Haben zwei Ueraile einen isunonieti i&rheii Eiß gemeinsam, so 
liegen sie m emei Ebene, ob sie sich achneiden oder parallel sind, 
entscheiden die anderea Bisse oder die axonometrischen Bilder. Zwei 
solche Gerade mit susammeiifallenclem Grundriß (Aufriß, Seitenriß) 
heißen Dechgnaile hisuqhch dei Gniiidi tßehmp (Aufriß-, Seitenriß- 
ebene). 

Haben zwei Gerade (?, nnd L wedei emen endlichen noch einen I'ig 9 
unendlich fernen Punkt gemein kieuzeu sie sich also, so werden jeaen 
Punkten der Geraden (Fig. 9), welche gemeinsame Bilder {q = r) 
besitzen, verschiedene Riese zukommen; Punicte, weldie in einem Fro- 
jektionsstrahle liegen, heißen Deehpunkte. In gleicher Weise gehören 
zu jenen Punkten der Geraden G^ und L^, deren axonometrieebe 
Grundrisse im Schnitte von G' und L' liegen, zwei verschiedene Bil- 
der. Zwei solche Punkte s^ und t^ mit susanunenfcdlmden Grund- 
rissen (Aufrissen, Seitenrissen) heißen Deckpunkte bemiglieh der Grund- 
rißebene (Aufriß-, Seitenrißebene). 

Aufgaben: Durch einen Punkt ku einer Geraden eine Parallele zulegen. 

Durch einen Punkt eine Gerade ku legen, welche eine gegebene Ge- 
rade schneidet und in einer gegebenen zur Bildebene normalen Ebene liegt. 

Durch einen Punkt eine Gerade zu tegen, welche eine gegebene Ge- 
rade schneidet und in einer zur Aufrißebene (Grundrißebene) parallelen 
Ebene liegt. 

Zu zwei sich kreuzenden Geraden eine Transversale zu finden, deren 
asonometrischei- Grundriß gegeben ist. 

Der Schnittpunkt s,. zweier Geraden Ä,., B,. liegt außerhalb der Zeichen- Fig. 10 
fläche; s,. ist mit einem Punkte pp durch eine Gerade G^ zu verbinden: 
Denkt man sich G^, A^, B^ durch zwei parallele Ebenen geschnitten, so 
bilden die Schnittpunkte zwei Dreiecke mit parallelen Seiten; p^ sei eine 
Ecke des einen Dreieckes, a^i^ wählt man beliebig auf A^ und B^; dann 
braucht man nur ein zu a^b^p^ paralleles Dreieck zu konstruieren (Fig. 10), 
von welchem zwei Ecken auf A^. und B^ liegen; die auf G,. liegende Ecke g,. 
des zweiten Dreieckes wird durch Ziehen von Parallelea gefunden. Die 
Aufgabe läßt sich auch direkt ohne räumliche Betrachtung lösen; man 
hat durch p eine Gerade G nach dem unzugänglichen Punkte s und durch 
p' eine Gerade ' (/ nach s' zu ziehen; dabei benützt man irgend eine 
planimetrische Hilfskonstmktion. '■) 

1) Für die oft wiederkehrende Aufgabe seien einige Hilfskonstruktionen 
erwähnt: Gegehen sind zwei Gerade .4 und S, welche sich außeihalh der Zeichen- 
fläche im Punkte x schneiden; ein Pnnkt p ist mit x durch eine Gerade X zu 
verbinden ; 

1, Die Geraden ABX teilen zwei parallele Tranaveraaien proportional; j'jg n 
man zieht (Fig. 11) durch p eine TranSYeraale, welche Ä und S ia a^ und \ 
Hclineidet und dazu eine beliebige parallele Tranaveraale, welche die Punkte «5 
und 6j anBBchneidet; nun wird der Punkt q bestunmt, ao daß 

ist. — Die Punkte 3 und p beatimmen die geauehte Gerade X. 
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Gerade und Eliene in perspelttivischer Lage. 

Liegen eine Gerade G^ und eine Ebene s^ perspektivisch, so 
müssen die gleidmamigen Spuren und daher auch deren axonometrisclie 
Bilder perspektivisch liegen; es genügt, dies für zwei Spuren nach- 
zuweisen; denn dann ist gezeigt, daß die Ebene zwei Punkte der 
Geraden, nämlich die Spurpunkte enthält — oder daß die Gerade G^ 
zwei Gerade der Ebene, nämlich deren Spuren schneidet. Zur Be- 
stimmung einer Geraden in einer Ebene sind Mvei ihrei' Spnrpunkte 



Fig. 12 2. ZweiDreiecke mit paiallelen Seiten liegen ähnlich, d.h. die Verbindungs- 

linien der entsprechenden Ecken, gehen durch einen Punkt (das Ähnlichkeits- 
zentrum). Maa zeichnet (Fig. 12) ein Dreieck a^b,p mit einer Ecke inj), 
den beiden anderen Ecken a^b^ ia A nnd B, dann ein Dreieck mit parallelen 
Seiten, welches zwei Ecken a^b^ in A und B hat; die dritte Ecke q gibt mit 
p verbunden die gesuchte Gerade X. 

Fig. 13 3. Derselbe Sata kann noch in anderer Weise verwertet werden. Man 

wählt (Eig. 13) p als Ähnlichkeitszentrum, nimmt auf A und B zwei beliebige 
Punkte a, und 6^ an -und konsti-uiert zu a,b,x ein bezüglich p ähnlich liegendes 
Dreieck 096,3, indem man auf pa, einen beliebigen Punkt a^ wählt und zu den 
Dreiecksaeiten Parallele zieht; die Parallelen zu A und B schneiden sich im 
Punkte ä, der auf der gesuchten Geraden X liegt. 

Eig, 14 4. Zieht man (Fig, 11) von p die Woi-malen auf A und B und bringt sie 

mit B und A in b und a zum Schnitt, bo ist p der Höhenschnittpunkt des 
Dreiecks abw; die dritte Höhe ist die gesuchte Gerade X^ diese Konstruktion 
empfiehlt sich besonders, weil sie die wenigsten Hilfslinien erfordert und alle 
Schnitte günstig (nahezu rechtwinklig) sind. — 

Die letzte Konstruktion empfiehlt eich auch, wenn der Punkt j) unendlich 
fem liegt, d. h, wenn durch einen außerhalb der Zeichenftäche liegenden Punkt x 
zu einer Geraden B pine Parallele au ziehen ist: Man fällt auf R eine Normale ab 
und sucht den Höhenschnitt p des Dreiecks abx; die gesuchte Gerade X geht 
durch p paiaJlel zu B. 

Pig, In Sind (Pig, 15) zwei unzugängliche Punkte g und l zu verbinden, welche 

durch die Geradenpaare G^G^ und i, £j gegeben sind, und liegen von dem 
dadurch gebildeten Vierecke zwei Ecken I und II auf der Zeichenfläche, so 
sucht man zuerst die Eichtung der gesuchten Verbindungslinie X. Man nimmt 
auf der Diagonale I II einen beliebigen Punkt 1 an und zieht zu G, und i, 
parallele Gerade; dadurch entsteht das Viei'eek ^'ifll, welches zu dem gegebenen 
ähnlieh gelegen ist, für II als Ähnliehkeitszentrum ; die Diagonale g'V ist zu X 
parallel und teilt lll im gleichen Verhältnis, wie X die Strecke III; daraus 

Fig, 15' läßt sich X bestimmen. — Man kann auch (Fig. 15") l als Ähnliehkeitspunkt 
für eine Eeihe zu sin ähnlich gelegener Dreiecke betrachten, zieht au IH die 
Parallelen I' 11' und I" 11" imd sucht die dritten Ecken g g" dieser Dreiecke; 
die Gerade g'g" entMlt die. Punkte g und l. 

Fallen auch I und H außerhalb der Zeichenfläche, so kann man zwar diesen 
Fall auf den vorhergehenden zurückführen; die Hilfskonstruktionen wei'den aber 
so kompliziert, daß es sich empfiehlt, für die Gerade gl auf Grund der betreffenden 
Aufgabe andere Bestimmungsstücke au suchen, was in den meisten Etilen mög- 
lich sein wird. 
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anzugeben: eine durch eine Gerade geLende Ebene ist durch eine 
ihrer Spuren beatimmt.^) 

Ist eine Ebene s^ durch zwei ihrer Geraden Ä^ und B^ gegeben l'ig. 16 
und soll entschieden werden, ob eine dritte Gerade G^ in «^ liegt, so 
ist es nicht nötig, die EbeDenspuren zu suchen, sondern man kann 
direkt untersuchen, ob G^ die beiden Geraden A^ und B^ schneidet 
(Fig. 16). Fällt das Büd eines dieser Schnittpunkte außerhalb der 
Zeiehenfiäche und wird dadurch die direkte Untersuchung unmöglich, 
so benutzt man (Fig. 17) eine Hilfsgerade von £^, welche durch E'ig. 17 
die Punkte 1,. und 2^ von A^ und B^ bestimmt wird und so ku 
wählen ist, daß der Schnittpunkt j) der Bilder 1 2 und G auf der 
Zeiehenfläche liegt. 

Unter den Geraden einer Ebene nehmen jene eine besondere Fig. 18 
Stellung ein, welche parallel einer Koordinatenebene sind; eine solche 
Gerade ist parallel zur betreffenden Ebenenspur nnd heißt Spwpm-allele. 
In der axono metrischen Darstelluug sind diese Geraden dadurch aus- 
gezeichnet, daß das Bild und ein axonometrischer Riß zur bezüglichen 
axono metrischen Ebenenspur parallel sind und ebenso die beiden 
anderen asonometrischen Bisse zu Achsenbildem; z. B. für die Seiten- 
rißspurparaUele S, {Fig. 18) ist SWWS'", S' W Y und S" W Z; 
SS'S" bilden ein Dreieck, dessen Ecken in e'', *' nnd X liegen. — 
Bei den S^wpardllden dar Sildebem sind zw:ei axonometrische Bisse 
zu Achsenbildem parallel, der dritte Biß und das Bild zum dritten 
Achsenhilde normal. 

Aufgaben: In einer beliebigen Ebene £,. eine Gferade zu bestimmen, Fig. 19 
wenn ihr Bild G gegeben ist: <? schneidet (Fig. 19) die Ebenen- 
spuren in den Bildern der Spurpunkte; die zugehörigen Grundrisse be- 
stimmen G' (die Aufgabe ist für jede Lage von G möglich). 

In einer beliebigen Ebene e^ eine Gerade an bestimmen wenn ibr Fig ID 
axonometrischer Grundriß G' gegeben ist. G' schnellet (Fi^ IJ) 
in h, X in v und Y ia s'; die zugehörigen Büdei und wcidpn u 
den Ebenenspui-en bestimmt und liegen mit /( auf G (Die Wahl von G 
ist willkürlich.) — Ist insbesondere in der Bildebene eiae Geiade dar/ 
stellen, so ändert sich nichts in der Konstruktion — Ist die Ebene dmuh 
zwei sieh schneidende Gerade A^ und JS^ gegeben und kennt man von de 
in 5, Hegenden Geraden G oder G' (Eig. 16), o smi auch von den > ^ 1 
Schnittpunkten a^ und b^ der Geraden G^ mit A^ und S^ die Bilde o le 
Grundrisse bekannt, wodurch «,, und &^ asonometnai-h daigestellt wei ie 
können. 

In einer gegebenen Ebene ein Dreieck zu bestimmen dessen axono 
metrischer Grundriß gegeben ist: Man sucht für die Seiten diP Bildei 

In einer Ebene die Deckgerade aur X-Achse darzustellen 
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Durch eine Gerade eine Ebene parallel der Y^-Achse zu legen. 

Durch eiue Gerade eine hUäfiäehprojizierende Ebene zu legen. 

Die axonometrisclien Spnren der Ebene eines Dreieeies zu suchen : 
Man bestimmt von zwei Seiten des Dreieckes die SpurpUnkte. 

Die axonom einsehe Aufriß- und Seitenrißspur einer Ebene gehen 
durch ö; die Grundrißspur ist zu suchen: Man benützt eine beliebige Ge- 
rade der Ebene. 

Die asonometrischen Spuren einer Ebene zu suchen, welche durch 
zwei sieh schneidende oder pai'allele Gorade Ä^. und B^ gegeben ist, wenn 
die Spurpunkte von B^ außerhalb der Zeicheufläche liegen. (Benutzung 
einer Hilfsgeraden der Ebene.) 

Eine Ebene ist durch zwei sich schneidende Gerade A^. und B^ gegeben; 
durch den Scknittpunit von A^ und B^ sind die drei Spurparallelen zu legen. 

Ein Dreieck a^^^Cj. ist gegeben; durch a^ die Grundriß-Spurparalleie 
zu legen: Man sucht in h^c^ jenen Punkt p^, welcher in der zur Grund- 
rißebene parallelen Ebene durch a^ liegt [pp' muß gleich aa sein); a^p^ 
ist die gesuchte Gerade. 

Punkt und Ebene. 

Wenn ein Pnnfet in einer Ebene liegt, müssen sicL durch den 
Punkt in der Ebene (Gerade ziehen, lassen, d. h.: Ein Punkt und eine 
Ebene liegen perspektivisch, wenn beide zu deraelben Geraden per- 
spektivisch liegen. 
Fig. 20 Man stellt daher einen Punkt p^ einer Ebene s^ axonometrisch 

und ai dar, indem man eine beliebige Öerade G^ der Ebene zeichnet und iu 
dieser den Punkt p^ wählt. Ist der Punkt p^ durch sein axonometri- 
sehea Bild p gegeben, so muß die HÜfsgerade G^ ao gewählt werden, 
daß ihr Bild G durch p geht; zu G bestimmt man G' und darin p'. 
Ist ein asonometriseher Biß des gesuchten Punktes p^ gegeben, a. B. 
p', so muß man G' durch j)' legen, dazu G und darin p bestimmen. 

Durch besondere Wahl der Hüfsgeraden G^ kann die Konstruk- 
tion vereinfacht werden; so wählt man die Hilfsgerade, wenn die 
Ebene (Fig. 20) durch zwei sich schneidende Gerade gegeben ist, 
parallel zu einer dieser Geraden — wenn die Ebene (Fig. 21) 
durch ihre Spuren gegeben ist, als SpurparaUele S^ oder diu:ch den 
Schnittpunkt mit einer der Axen. 

Umgekehrt wird eine durch einen gegebenen Punkt pp' gehende 
Ebene axonometrisch dargestellt, indem man diu-ch pp' eine Gerade 
GG' und durch diese eine Ebene legt. 

Soll untersucht werden, ob ein gegebener Punkt rr in einer 
Ebene £^ Hegt, so bestimmt man (Fig. 20) in der eben angedeu- 
teten Weise jenen Punkt p^ der Ebene, dessen Bild mit r zusammen- 
fällt und untersucht, ob die Grundrisse identisch sind; ebenso kann 
man für r^ den Deckpunkt q^ bezüglich der Grundrißebene iu £,. suchen 
und sehet], ob die Bilder nueammenf allen. 
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Aufgaben: Ein Punkt der Bildebenü ist zu bestimmen, wenn sein 
asononietri scher Grundriß oder sein Bild, d. i. der Punit selbst ge- 
geben ist.^) 

Ein ebenes Polygon ist axonometrisoh darzustellen, wenn sein Grund- 
riß gegeben ist und von drei Eckpunkten a^.h^.Cj. auch das axonometrische 
Bild: Durch a^b^c^ ist die Ebene des Polygones bestimmt; für die übrigen 
Ecken können die zugehörigen Bilder durch Hüfsgerade ohne Benützung 
der Ebenenspuren konstruiert werden. 

Dareh einen Punkt p^. und eine Gerade G^ eine Ebene z« legen: I 
Man zieht (Eig. 22) dm-ch p,. zu G^ die Parallele öjCf^' und sucht 
fttr die pai-allelen Geraden die Spurpunkte; iallen diese außerhalb der 
Zeiehenfläehe, so wählt man Hilfegerade durch )),., welche Cf^ schneiden. 

Durch eine .Gerade 6-,. parallel einer gegebenen Eichtung L^ eine 
Ebene zu legen: Man zieht durch einen beliebigen Punkt von G^ zu L^ 
eine Parallele M,. und sucht iiir G^ und JK, die Spurpunkte. 

Durch einen Punkt p^. parallel zu zwei sich kreuzenden Geraden eine 
Ebene zu legen; Man zieht durch p^. zu den gegebenen Geraden Parallele 
und bestimmt deren Spurpunkte. 

Durch einen Punkt pp' ist eine zur Aufrißebene parallele Ebene zu 
legen: Die Grundrißspui' geht durch p' parallel zu X, die Seitenrißspur ist 
parallel zu Z. 

Durch einen Punkt pp' ist eine Ebene parallel der Grundrißebene 
zu legen: Man sucht zuerst die Risse p" und p"' und zieht durch diese 
s* und e* parallel zu X und Y. 

Durch einen PwnM pp' ist die SUdebme m legen: Man konstruiert I 
eine Spurparallele S^, z. B. fßr die Aufrißebene; ihr Bild (Fig. 23) ist 
normal zu Y, ihr axonometrischer Grundriß parallel zu X; die Spurpuukte 
von S^ liegen im gesuchten Spurendreiecke. Pur die horizontale Spur- 
paraUeie sind Bild und axonometriseher Grundriß normal zu Z. (Diese 
Aufgabe ist wichtig, weil sehr oft die Wahl der Bildebene durch einen 
bestimmten Punkt eine Konstruktion vereinfachen kann.) 

Es ist zu untersuchen, ob ein Punkt rr' durch eine Ebene s^ ver- F 
deckt wird, d. h, ob die Ebene zwischen Punkt und Auge (Projektions- 
zentrum) liegt. Man sucht (Eig. 20) für rr' den in t^ gelegenen 
Deckpunkt p^; aus dem asonometrischea Grundriß erkennt man, welcher 
Punkt -dem Auge näher liegt. Vor dieser Entscheidung muß festgelegt 
werden, ob Ober- oder Untersicht gedacht ist. Bei Übersicht liegt der 
Grundriß c^ des Projektionszenfcrums unendlich fem in der Eichtung des 
Bildes der negativen .Z^-Achse; bei tJntersieht ist c^ in der Eichtung os 
zu denken. Soll nun z. B. für den ersteren Eali die Sichtbarkeit des 
. Punktes r^ beurteilt werden, so wird r^ durch die Ebene verdeckt, wenn 
p' unterhalb r liegt, — und ist sichtbai-, wenn p' oberhalb / ist. (Diese 
Untersuchung ist von Wichtigkeit bei der Darstellung von Körpern; man 
ptiegt nur die sichtbaren Kauten auszuziehen, die anderen zu punk- 
tieren; die äußersten Kantenbilder bestimmen ein Polygon, welches den 

1) Hier sei auf den oft begangenen Irrtum aufmerksam gemacht, daß für 
jeden Pmikt der Bildebene p' in xy liegend angenommen wird. 



y Google 



24 lH- Lagenbeaieliungen von Punkt, Gerade und Ebene. 

scheinbaren Umriß oder Kontur des Körpers bildet. Bei Ober- und TJntei-- 
sicht wird die Sichtbarkeit der Kanten vertauscht, während das Kontur- 
polygon unverändert bleibt.) 



Zwei Ebenen. 

Parallele Ebenen haben parallele Spuren nnd umgekehrt müssen 
ElDenen mit parallelen Spuren parallel sein. 

Fig. 24 IJ'ör die Schnittlinie S^ zweier Ebenen k,, und ß^ liegen die Spnr- 

puakfce im Schnitte gleichnamiger Ebenenspuren (Fig. 24). Fallen 
diese außerhalb der Zeichenfläche, so sucht man beliebige Punkte der 
Schnittlinie S^, indem man die gegebenen Ebenen mit Hüfsehenen 
zum Schnitt bringt. '^) Die Schnittlinien Ä^ und ß^ von k^ und ß^ 
mit einer Hilfsebene e^ schneiden sich in einem Punkte I^. von S,,. 
Die Hilfsebene ist so zu wählen, daß eich Ä^ und B^ durch ihre 
Spurpunkte bestimmen lassen. Vereinfacht wird die Konstruktion, 

Fig. 25 wenn man (Fig. 25) die Hilfsebenen parallel zu einer Koordinaten- 
ebene wählt, weil dann A und B au den betreffenden axonome tri sehen 
Spuren von «,. nnd ß^ parallel sind; auch kann man die Richtung 
von S^ dadurch bestimmen, daß man die eine der gegeheneu Ebenen, 
z. B. «,., durch eine ku ihr parallele Ebene a^ ersetzt und ihren 
Schnitt j9j mit ß^ bestimmt. 

Der besondere Fall, daß der Schnitt einer Ebene mit der Bild- 
ebene gesucht wird, ist schon früher (pag. 16) erwähnt. 

Aufgaben: Zwei Dreiecke sind gegeben; es ist zu untersnelien , ob 
die Ebenen der Dreiecke parallel sind : Man sucht zwei Paar Spuren. 
Fallen diese außerhalb der Zeiehenfläehe, so benutzt man statt der Spuren 
Spurparallele. 

Fig. 26 Schnitt zweier Ebenen, welche zu einer Achse parallel sind (Fig. 26). 

Fig. 37 Schnitt zweier Ebenen durch den Koordinaten anfangspunkt: Man be- 

nützt (Fig. 27) als Hilfsebene die Bildebene; für den Schnittpunkt p^ 
der Bildspuren wird der Grundriß {als Punkt der Bildebene) bestimmt. 
Durch op, op ist die gesuchte Schnittlinie dargestellt. 

Die Aufgabe, „in einer Ebene eine Gerade G^ zu bestimmen, wenn 
ihr Bild (oder axonometriseber Grundriß) gegeben ist", kann auch so ge- 
löst werden, daß man den Schnitt der gegebenen Ebene mit einer bild- 
flächprojizierenden (resp. grundflächproji zierenden) Ebene durch G^ sucht. 
Die Konstruktionslinien bleiben dieselben, wie bei der früher (Fig. 19) an- 
geflihrten Lösung. 

Fig. 28 Durch einen Punkt p^ zu einer Ebene s^ eine parallele Ebene ku 

legen: Man zieht (Fig. 28) dm-ch p^ zu einer der Spuren von £^ eine 
parallele Gerade; durch ihre Spurpunkte geben die gesuchten axonometri- 
schen Ebenenspuren parallel jenen der gegebenen Ebene. 

1) Vergl. auch Anm. pag. 19 übet die Verbindung uiiimgänglicher Punkte. 
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Durub einen Punkt p^ eine Transversale T^ zu zwei sifh kreuzenden Fig, S9 
Geraden Ä,. und B^ zu legen: Die gesuchte Transversale liegt in der 
Ebene «^, welche durch p,. und Ä^ bestimmt ist und in der Ebene ß^, 
welche p^ mit B^ yerhindet, ist aiso die Schnittlime von ei,^ und ß^. 
Es genügt CPig. 29) von den beiden Ebenea ein gleichnamiges Spureji- 
paar, z. B. die beiden Grundriß spuren zu finden; ihr Schnittpunkt h be- 
stimmt mit pp' die gesuchte Transversale T^,^) welche A^ und B^ in a^ 
und h^ schneidet. 

Z« zwei Geraden Ä^ und B,. ist eine Transversale T^ parallel einer Fig. 30 
gegebenen Richtung L, zu suchen; Mau legt (Fig. 30) durcb A^. 
parallel zu L^ eine Ebene a^ und durch £^. parallel zu i,. eine Ebene ß/, 
der Schnitt von a^ und ß^ ist die gesuchte Transversale T^.'-) Es genügt 
von den beiden Ebenen ein gleichnamiges Spurenpaar zu Sachen. Durch 
ihren Schnittpunkt Ist T^ parallel zu L^ zu ziehen, (p^. und ij^ sind die 
Schnittpunkte von T^ mit A^ und B^.) 

Sollen zu drei sieh kreuzenden Geraden beliebige Transversale be- 
stimmt werden, so wählt man anf einer von ihnen beliebige Punkte und 
legt durch diese zu den beiden anderen Geraden Transversale. 

Drei Ebenen a^, ß^, y^ sind gegeben; die Schnittlinien je zweier dieser 
Ebenen sind zu suchen: Die Bilder S^, S^,S^ der drei Schnittlinien müssen 
durch einen Punkt p gehen. Daraus ergibt sieh der Satz: Von zwei Drei- 
echen, deren Seiten si.ch paarweise auf einer Geraden X selmeiden, gehen 
die Verbinämtgslimien der einsprechenden E<^^ durdi einen Punkt. Denn 
man kann X. als das Bild der Xj,-Aclise auffassen und jedes Seitenpaar, 
welches sich in X sehneidet, als axonometrisohe Grundriß- und Aufrißspur 
einer Ebene; dann bedeuten die Verbindungslinien der entsprechenden 
Ecken die axonometri sehen Bilder S^, S^, Sg der Schnittlinien, welche durch 
einen Punkt p gehen müssen. 



Scliuitt eiaer Oeradeu und Ebene. 

Um den Schnittpunkt einer Geraden G^ mit einer Ebene £^ zu Fig. 
finden, legt man durch G^ eine Hilfsebene; ihre Schnittlinie T^ mit 
f^ trifft G^ in dem gesuchten Schnittpunkte d^. Am einfachsten wird 
die Konstruktion, wenn man (Fig. 31) die Hilfsebene normal zur 
Bildebene oder zu einer der Koordinatenehenen wählt; denn dann ist 
T^ als Deckgerade zu G^ in f^ einfach zu bestimmen. — ■ Der Schnitt- 
punkt d^ trennt den sichtbaren vom unsichtbaren Teil der Geraden. 

Liegt der Schnittpunkt d^ imendlich fern, d. h. sind G^ und T,. 
parallel, so ist die Gorade zur Ebene parallel. 

Aufgaben; Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer vertikalen 
Ebene zu bestimmen, (Diese Aufgabe kommt sebr Imufig bei Schatten- 
konstruktionen vor.) Ein besonderer Fall davon ist die Bestimmung der 
Aufriß- und Seitenrißspurpunkte einer Geraden. 

1) Eine andere Lösung ist pag. 36 augcgcbBii. 
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20 HI, Lagettbeaiehiingeii von Punkt, Gerade und Eliene. 

l'ig. 32 Der Bildlmi.hstcßpimkt eiiiei Geiaden d i ihi Sohmtt mit lei Bild 

bei ist zu bebtimmen msle&ondere wenn die Gerade duich de K.(oiti 
uatenantangspunkt geht (Fig 12) 
Fig. 33' Zwei ebpue Polygone sind gegeben die Scbmttlmie S ihrei Ebenen 

i^t zu suoheß Man konstruiert für eine (jeiade der einen Ebe e z B 
eine Polygonseite den Sohnitt mit dei anderen Ebene zwei aolcbe 
Schnittpunkte bestimmen S'^. (In Pig 13" wuiden fui die beiaden 1 2 
und «j.b die 'Schnittpunkte d^ und »i, bestimmt Wel he leil*- dei Pily 
gonseiten siehtbai ers heinen, zei£^ z B d^i Grün liiß der Deckp mkte 
5 und / Dabei vuide Obersicht vorausgesetzt) 

Es sind Transvei il n zweiei sich kreuzenden Geiaden 1 iid .B 
1 iiallel einer gegebenen Ebene zu suchen Man bimgt belieb ge 711 e 
^aiallele Ebenen mit 4 und S 711m bt,hnitt 
Fig. 34 Dur h emen Punkt p an zwei sii,h kteuzende Geiad A unl P 

eine Tiansve-^ale zu legen Man bjmgt (Fig o4) die E! ene c wel } e 
A^ und die dazu parillel Gende A^A^ duitb pp enthält m t .B ^um 
Schmtt diesei 'Schnittpunkt h mit } veilunden gibt lie ge Khte T ans, 
veisale T (Teigl die Losung in Pi^ äO) 

Zu drei iich kiewaenden Geraden teliebige Tranaveisale zi finden 
Man legt lun,h Pine der Geiaden beliebige Ebenen unl bimgt sie mit 
den beiden anderen Geialen zum Sfhnitt die Veibialungslmien der 
fechnittpunktepaaie lietein die ^e uchten Transver'ialen (veigl die Losung 
p-ig 25) 

Em Dieietk a^b^e ist gegpben die Ei htung dei Bildspm semer 
Ebene zu finleE llan legt lurtb eine Eike a, Parallele H und f^ zu 
zwei Seiten ij und ^« des Spuiendieiecke'* De duiL.h H^ und ^ be 
stimmte Ebene bringt man mit h c zum bchnitt in d a 1 ist die ge 
111 hte Bildspuineht m« 

Es sei HO h heiToip,ehoLpii laß die Losung dei Aufgalen über 
leme Lagenbe/iehungen imabhangij) vom Acliseükieuze ist, i h die 
Ivonstruktioiisliiiieii beibehdteii werden k^nneu wem min «tatt des 
gegebenen Achsenki euzes em andeiea voiaussetzt ') 



IV. SdiattenkoLstruktionen an ebenflächig 
begrenzten Körpern. 

Eine wichtigö Anwendung der besprochenen elementareji Auf- 
gaben bilden die Konsti-uktionen von Schatten. Man - unterscheidet 
dabei eine Zentral- und Parallelbelenehtuug, je nachdem die Licht- 
strahlen von einer im Endlichen liegenden Lichtquelle ausgehen oder 



1) Vei^l. StaucUgl, die axonometrische und sckiefe Projektion, Einleitung 
pag. IV, imd Gmäo Sdhreib&r, GeoraetiiecheB Portfolio p. ßO. 
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IV. 8 chatten konstruktionen an ebenfläctig liegi'enKten Köi'pcm, 27 

parallel einer bestimmten Eichtung sind; im letzteren Falle muß auch 
aHgegeben werden, von welcher Seite das Licht einfällt. 

Eine unbegrenzte Ebene trennt den Raum in zwei Teile; der 
eine, welcher die Lichtquelle enthält, ist im lAdit, der andere, welcher 
tein direktes Licht erhält, ist im Schatten. Von der Ebene selbst 
Bi^ man, die der Lichtquelle mgekehrte Seite ist hdmclitet, die andere 
im Seü)sischatten. Liegt bei Zentralbeleuchtung die Lichtquelle in der 
Ebene oder sind bei Pai-ailelbeleuchtung die Lichtstrahlen parallel 
zur Ebeue, so sagt man, die Ebene ist im Streißicht^) 

Wenn eine Ebene bei der axonometriscben Darstellung durch 
ihre Spuren oder zwei sich schneidende Geraden gegeben ist, so hat 
man zu untersuchen, ob die dem Beschauer zugekehrte Seite der 
Ebene beleuchtet oder im Selbstschatten ist, d. h. ob das Projektions- 
zentrum und die Lichtquelle auf derselben oder verschiedenen Seiten 
der Ebene liegen: 

Bei ZentralbeleucliiMng bringt man die durch die Lichtquelle l^ Fig. 35 
auf die Bildebene gefällte Normale, welche das unendlich ferne Pro- 
jettionsnentrum enthält, mit der Ebene in d^ zum Schnitt; d^ wird 
als Deckpuukt von l^ bestimmt. Aus dem axonometrischen Grund- 
risse erkennt man, ob das Projektionezentrum und l^ auf derselben Seite 
von d^ und daher von der Ebene liegen. 

In Fig. 35 erscheint die Ebene £^ beleuchtet, wenn man beim Achsen- 
kreuze Untersicht voraussetzt, dagegen im Seibatschatten bei Obersicht*), weil 
im ersten Falle die asonometrischen Grundrisse der einfallenden Projek- 
tionsstrablen die Eichtung l'd', im zweiten Falle die Richtung d'l' haben. 

Bei FarälUlbelevchiiing bringt man eine Ebene, welche parallel Kg, 36 
dem Lichtstrahle und normal zur Bildebene ist, mit der gegebenen 
Ebene e^ in S^ zum Sebuitt; S^ wird als Deckgerade eines Licht- 
strahles bestimmt; aus dem ax onometrischen Grundrisse ergibt sich, 
oh die Lichtstrahlen und Projekt! onsstrahlen von derselben Seite auf 
S^ und daher auf die Ebene e^ einfallen. 

In Fig. 36 erscheint die Dreieeksebene a^h^c^ im Selbutschatten anter 
der Voraussetzung von Obersieht. 

Bei vertikalen Ebenen vereinfacht sich die Untersuchung, da 8' Fig. si; 
mit £* zusammenfällt: Die Ebene erscheint beleuchtet oder im Selbst- 
schatten, je nachdem 7/ und der axonometrische Gnmdriß der Pro- 
jektionsstrahlen von derselben oder entgegengesetzten Seite auf £* 

1) Man pflegt solche Ebene 
Anlegen zu kennzeichnen, wie 
Ebene. 

2) Wie schon früher erwähnt wnrde, kann die axonometrische Darstellung 
als Obersicht oder Untersicht angesehen werden; nur bei der Dawtellmig prak- 
tifloher Objekte ist diese Zweideutigkeit durch das Hervorheben der sichtbaren 
Objektpunkte in fast allen Fällen ausgesohlossen. 
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einfallen; so erecheint insbesondere in Fig. 36 bei ObersioLt die 
Au&:ißebene beleuchtet und die Seitenriß ebene im Selbste chatten, bei 
"ÜnterBicht die Aufrißebene im Selbstschatten, die Seitenrißebene be- 
leuchtet, — Die Gtrundrißebene und daher jede horizontale Ebene wird 
bei Liehtstralilen, welche von oben einfallen, für Obersicht beleuchtet, 
für Untersieht im Selbstschatten ei^cheinen. 

Befindet sieh zwischen der Lichtquelle und der Ebene £,. ein 
räumliches Objekt, so wird ein Teil der Lichtstrahlen aufgefangen 
und trifft nicht die Ebene e,.. Der Teil der beleuchteten Seite von e^, 
auf welchen keine Lichtstrahlen fallen, heißt Sdäagscltattm oder hwgtveg 
Schatten des betreffenden Objektes. 

Diese Definition wird in der Geometrie veraUgeraeinert. Unter 
Schatten eines Punktes p^ auf eine Ebene e,. versteht man den Schnitt- 
punkt des durch p,. gehenden Lichtstrahles mit i^. Liegt p^ zwischen 
der Lichtquelle und a^, so heißt der Schatten ein eigentlicher, sonst 
ein uneigeiiüicher oder ideeller.^) Der eigentliche Schatten kann nur 
sichtbar sein, wenn die Ebene s^ die beleuchtete Seite dem Beschauer 
zukehrt, also der schatten werf ende Punkt p^ vor der Ebene e^ lieg*- 
Da in den meisten Fällen, insbesondere bei praktischen Objekten, leicht 
zu entscheiden ist, ob ein Punkt vor oder hinter einer Ebene liegt, 
ergibt sich ein einfaches Mittel zur Entscheidung, ob eine Ebene e^ 
beleuchtet erscheint: Ist der Schatten eines vor s^ liegenden Punktes 
ein eigenüicher, so ersdmnt e^ beleuchtet und ebenso, wenn der Schatten 
eines hinter der Bildebene liegenden Punktes ein uneigentlicher ist. 

Vergleiche in Fig. 33 den Sehatteii von a auf die Vierecks ebene — 
in Fig. 40 den Schatten von a auf s^ — in Fig. '15 den Schatten von q 
auf £^. 

Legt man durch alle Punkte einer Geraden (?,, Lichtstrahlen, so 
erfüllen diese eine Ebene, welche Lichtebene genannt wird. Die 
Schnittgerade dieser Liehtebeue mit einer Ebene «,. enthält die Schatten 
der sämtlichen Punkte von G^ und heißt der Schatten der Geraden. 
Et ist bestimmt, wenn man von zwei Punkten der Geraden den 
Schatten kennt; als einen dieser Punkte wählt man mit Vorteil den 
Schnittpunkt von G^ und e^, welcher mit seinem Schatten zusammen- 
fällt: der Schatten jeder Gnaden a^if eine Ebene £, enthält ihren Schnitt- 
piinld mit dieser Ehaie. Liegt der Schnittpunkt unendlich fem, d. h. 
ist die Gerade G^ paralld isu e,., so ist der Schatten su (?,, paralM. 

Ist G,. unbegrenzt gedacht und nicht parallel zu e^, so muß ein 
Teil des Schattens ideell sein; der uneigentliche und eigentliche 

1) Dec spezielle Pall , daß die Lichtqaelle i 
bei den folgenden Betraottungen aupgesehlossen k( 
in Betriieht kommt. 
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Schatten werden durch den Schnittpunkt von G^ mit , 
Bei der Bestimmung des Schattens einer Geraden können Punkte 
beider Teile in gleicher Weise verwendet werden (z. B. wurde in 
Fig. 33'' der Schatten der .Geraden 14 . auf das Dreieck mit Hilfe 
des uneigentlichen Schattens von p^ bestimmt). 

Die Schatten einer Geraden auf zwei Ebeaen haben mit deren 
Schnittlinie' denselben Pimkt gemein; insbesondere sind die Schatten 
ei/ner Geraden auf paratlde Ebenen parallel. 

Die Schatten sich schneidender Geraden auf eine Ebene enthalten 
den Schatten des Schnittpunktes der Geraden; inabesondere werfen hei 
ParaUelbeleuchtung parallele Gerade artf eine Ebene parallele Schatten. 

Für Gerade, welche normal zu einer Ebene s^ sind, werden die 
Lichtebenen projizierend für a^, enthalten also die Orthogonalprojek- 
tion der Lichtquelle auf t^. Bd Farallelbeleuchtuitg sind die Schatten 
aller zv, s^ normalen Gnaden parallel zur orthogonalen Projektion des 
Lichtstrahles auf £^; z. B. ist der Schatten einer vertikalen Geraden 
auf die ÖTundrißebene parallel zu ÜJ/, der Schatten einer zu X^ {Y^} 
parallelen Geraden auf die Seitenrißebene (Gnindriß ebene) parallel zu 

V (V)- 

Der Schatten einer begrenzten Geraden oder Stiecke let durch 
die Schatten der Endpunkte begrenzt. Ist eine Strecke zut Ebene e^ 
parallel, so ist ihr Schatten, bd Pm-allelhdeachtang paiallel und qlevh 
lamg mit der Streclce. Liegt eine Strecke in e^., so fällt sie mit ihrem 
Schatten zusammen. 

Soli der Schatten eines Polygonzuges gefunden werdpn, so bringt 
man die durch seine Punkte gehenden Lichtstrahlen, wehht eine 
Lichtpyramide oder ein Lichtprisma (Lichtetrahlenfläche) bilden, mit 
der Ebene i^ zum Schnitt. Der Schatten ist bestimmt, sobald man 
die Schatten der Eckpunkte des Polygonzuges kennt Liegt der Pnh 
gonzug in einer zu s^ parallelen Ebene, so ist sein Si-hatten bei Pa 
rallelbeleuchtung mit ihm kongruent. 

Ein begrenztes Ebenenstück fängt einen Teil der von der Licht- 
quelle ausgehenden Lichtstrahlen auf und erzeugt einen Schattenraum, 
welcher durch die Lichtstrahlenfläche des ümfanges begrenzt wird. 
Der Schnitt dieser Fläche mit der Ebene e^, d. i. der Schatten des 
TJmfanges bildet die Begrenzung des Schattens des gegebenen Ebenen- 



Aus diesem Schatten kann man auch erkennen, ob das axono- Fi^. 3fi 
metrisch dargestellte Ebenenstück beleuchtet oder im Selbstschatten 
erscheint. Wenn nämlich das Projektioaszentrum und die Lichtquelle 
auf derselben Seite eines ebenen Polygones liegen, so müssen die 
Ecken des Polygones, von den beiden Punkten aus betrachtet, im 
gleichen Sinne aufeinander folgen. Der Sinn, in welchem die Ecken, 
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vom Projektionszentrüm aus gesehen, aufeinander folgen, ist aus dem 
Bilde ersielitlicli — der Sinn, in welchem sie Yon der Lichtquelle 
aus erscheinen, ist aus dem Bilde des Schattens anf e,. ersichtlich, 
gleichgültig, ob es ein e^entlicher oder uneigentlicher ^) Schatten ist, 
wenn nur die beleuchtete Seite der Ebene s^ sichtbar ist. Daraus 
ergibt sieh folgende Untersuehungsmethode : Man bestimmt den 
Schatten des gegebenen Polygones auf irgend eine Ebene, deren be- 
leuchtete Seite sichtbar ist;^) je nachdem im Schatten und Bilde dos 
Polygones die Ecken im gleichen oder entgegengesetzten Sinne auf- 
einander folgen, erscheint das Polygon beleuchtet oder im Selbst- 
s chatten. 

In Fig. 36 sieht man bei Obersicht die Grundrißebene beleuchtet, 
weil der Lichtstrahl ¥on oben einfällt; der Schatten auf die Grundriß- 
ebeae und das Bild des Dreieckes zeigen entgegengesetzten Sinn; daher 
erscheint dieses im Selbstechatten, Bei üntersieht sieht man nur die 
Seitenrißebene beleuchtet; auf diese erhält man einen uneigentlichen Schatten, 
welcher mit dem Bilde gleichen Sian hat; daher erseheint das Dreieck 
bei Untersicht beleuchtet. 

Diese Untersuchung wird noch einfacher, wenn die Schnittlinie 
des Schatten werfenden Polygones mit der Ebene e^ bekannt ist. 
Wenn nämlich die Lichtquelle und das Projektionszentrum auf der- 
selben Seite des Polygones liegen, so muß für jeden seiner Punkte 
das Bild und der Schatten auf derselben Seite der Schnittlinie liegen. 
(Daß dann auch die Eckenfolge im Bilde und Schatten des Polygones 
gleichen Sinn hat, ist leicht einzusehen.) Ein Polygon wird daher 
Menchtct oder im SelhstschaUen erscheinen, je nachdetn Büd und Schatten 
eines seiner Punkte auf dersdlen oder enlyegengesetsten Seite seinem- 
SchnitUinie mit der Ebene e^ liegen, vorausgesetzt, daß von s^ die be- 
leuchtete Seite sichtbar ist. 

In Fig. 33* erseheint das Dreieck im Selbstaehatten , weil a und a" 
7.VL verschiedenen Seiten von mn liegen; bei diesem Schlüge ist von 
Wichtigkeit, daß die Ebene, auf welcher der Schatten a' liegt, beleuchtet 
erscheint, wie der Vergleich mit Fig. 33^ zeigt. — In Fig. 38 sind die 
Ebenen sei und de7 im Selbstschatten, weil 9 und 9' zu verschiedenen 
Seiten von ae resp. de liegen. — In Fig. 40 erscheint die Ebene abd 
im Selbstschatten, weil n und a" zu verschiedenen Seiten der Schnittlinie 
von e und ahd liegen. — In Fig. 41 erscheint die Ebene a beleuchtet, 
weil X und x' auf derselben Seite von s" liegen. — In Fig. 45 erseheint 
f beleuchtet, weil n und «' auf derselben Seite von {' liegen. 

Diese Betrachtung ist deshalb von Wichtigkeit, weil die Forde- 

1) Dieser Schluß wäre falsch, ■ 
Tind seinem uneigentlichen Schatten 
den Betrachtungen ausgeschlossen. 

2) Gewöhnlich erscheint eine der Koordinatenehenen beleuchtet. 
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nuig, den Lichtstrahl so za wählen, daß gewisse Ebenen im Selbst- 
sehatten oder beleuchtet erscheinen, leicht dadui-ch erfüllt werden 
kann, daß man den Schatten eines Punktes dieser Ebene entsprechend 
wählt, wie die Beispiele in Fig. 38—46 zeigen. 

Bildet ein Polygon die Begrenzung eines Köi-pers, so muß unter- 
sucht werden, ob die äußere Seite des Begrenzni^polygones beleuchtet 
oder im Selbstschatten ist, d. h. ob die Lichtstrahlen direkt auffallen 
oder vor Erreichen der Ebene den Eöi-per durchdringen. Für die 
sichtbai-en *) Begrenzungspolygone können bei dieser Untersuchui^ 
die früher angegebenen Methoden unmittelbar angewendet werden; 
bei äen unsichtbaren Polygonen ist au berücksichtigen, daß sie nicht 
die Außenseite dem Projektionszentrum zukehren, daher beleuchtet 
sind, wenn die dem Projektionszentrum zugekehrte Seite im Selbst- 
schatten erscheint und umgekehrt.^) 

Man kann auch die Untersuchung so führen, daß man durch das 
Projektionszentrum eine Ebene a legt und den Schnitt mit dem Körper 
bestimmt; aus diesem Schnitte ist leicht zu erkennen, welche in k 
liegenden Schnittkanten der Begrenzungsebenen durch die Lichtstrahlen 
von außen oder innen geti'offen werden (vergl. in Fig. 47 die ünter- 
siichnng der Ebenen £j, b^ und £g). 

Ist diese Untersuchung für alle Ebenen durchgeführt, so erhält 
man eine Reihe von Kanten, welche die beleuchteten von den ira 
Selbstschatten befindlichen Begrenzungsebenen trennen. Sie bilden 
einen geschlossenen Linienzug, da sie aus der Begrenzung eines oder 
mehrerer aneinander stoßenden Polygone bestehen, und werden Selbst- 
schaUenffrense genannt.^) Treten bei dem Körper einspriagende Flächeu- 
winkel (größer als 180*) auf, so kann die Selbstschattengrenze auch 
aus mehreren geschlossenen Linienzügen bestehen (z. B. wird in 
Fig. 46 die Selbstschattengrenze aus dein Umfange der beiden verti- 
kalen sichtbaren Seitenflächen der Stiegenmauer gebildet). 

Von zwei parallelen gegenüber liegenden Begrenzungsgolygonen 
eines Körpers ist eines sichtbar, das andere unsichtbar, daher für 

1) Sichtbar heißt ein Begrenzungapolygon, wenn es seine Außenseite dem 
Projektionszentnim zukelirt, auch in dem Falle, als das Polygon durch einen 
anderen Körper oder einen Teil desselben Körpers verdeckt wird. WeloKe Be- 
gi'enzungBpoljgone sichthar sind, muß immer hei der Daratellung eines räum- 
lichen Objektes festgestellt werden. 

2) Wenn man von. einem Begrenzungspolygone sagt, es ist beleuchtet, BO 
heißt das, die äußere Seite des Polygonea ist beleuchtet, gleichgültig, ob diese 
Seite dem Projektionsaentrum augekehrt ist oder nicht. 

3) Die Selbstschattengcenze ist natürlich nur von der Lage der Lichtquelle, 
nicht yom Projektionszentrum abhängig und wird daher bei Obersicht und Unter- 
sicht aus denselben Kanten bestellen, während Bich die Sichtbarkeit der Be- 
grenaungeebenen vertanacht. 
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ParaUelbeleuchtuag das eine beleuchtet, das andere im Selbsts chatten; 
z. B. besteht bei einem regelmäßigen Polyeder die Selbstschatten- 
grenze für Parallelbeleuchtimg aus Paaren paralleler Kanten. 

Durch die beleuchteten Begrenzungspolygone wird ein Teil der 
Lichtstrahlen aufgefangen und ein Schattenraum erzeugt, dessen Be- 
grenzung die durch die Selbstschattengrenze hindurchgehenden Licht- 
ebenen sind. Der Schnitt dieser Lichtstrahlenfläche mit einer belie- 
bigen Ebene bildet den Schatten der Selbatschattengrenze und schließt 
den Schatten des Körpers ein. Daher kann man auch aus dem 
Schatten auf die Selbstachattengrenze schließen und obige Unter- 
suchung der einzehien Begrenzungsebenen umgehen. Man konstruiert 
den Schatten aller Kanten; der von diesen gebildete äußerste Polygon- 
zug,' welcher alle Schatten einsehließt, gibt den Umfang des Schattens; 
die Kanten, deren Schatten dieser Polygonzug ist, bilden die Selbst- 
schattengrenze. Dieser Vorgang wird insbesondere dann vorteilhaft 
sein, wenn, wie bei Polyedern, die meisten Begrenzungsebenen zu den 
Koordinatenachsen geneigt sind und daher die direkte Untersuchung 
der Begrenzungspolygone keine Vereinfachung zuläßt. Bei der wirk- 
lichen Durchführung wird man nicht von allen Kanten den Schatten 
suchen, sondern bei einiger Übung den größten Teil jener Kanten 
erkennen, deren Schatten ins Innere der Schattengrenze fallen. Um 
aber dabei keine Schatten zu übersehen, empfiehlt sich bei jeder 
Ecke, deren Schatten eine .Ecke der Schattenbegrenzung bildet, zu 
untersuchen, ob alle durch diese Ecke gehenden Körperkanten berück- 
sichtigt wurden. Von den Schatten dieser Kanten können die beiden 
äußersten, welche alle anderen einschließen und dem Umfange der 
Schattengrenze angehören, nur dann einen konvexen Winkel bilden, 
wenn bei der entsprechenden Körpereeke ein einspringender Mächen- 
winkel auftritt (vergl. Fig. 44 e", Fig. 42 h'). 

Wird bei der Bestimmung des Schlagschattens auf eine Ebene 
der Weg eingeschlagen, daß man den Schatten aUer Ecken sucht und 
diese durch einen alle einschließenden Polygonzug verbindet, so ist 
bei Objekten mit einspringenden Ecken darauf zu achten, ob auch 
wirklich jeder Verbindungslinie zweier Schattenpunkte eine Objekt- 
Icante entspricht (z. B. liegt in Fig. 45 die Strecke m'n' nicht im 
Schattenumfange, weil ihr keine Objektkante entspricht). — Dasselbe 
gilt, wenn der Schatten eines Teües einer Korperoberfläche bestimmt 
wird. (In Fig. 38 wurde der Schatten eines Teiles der Oberfläche 
eines Pentagonaldodekaeders auf die Aufrißebene konstruiert. Hier 
dürften nicht die Schatten aller Ecken durch einen äußersten Poly- 
gonzug verbunden werden; so gehört 2''4" nicht dem Umfange des 
Schattens an, weil 24 keine Kante der Obei-fläehe ist.) 
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Bei dem Schatten eines Körpers oder Polygonsysfcems auf eine 
Ebene i^ kann es vorkommen, daß nur ein Teil eines Eantenschattena 
im Umfange auftritt, der andei-e in den Schatten hineinfällt. Dann 
entsteht im Sdmttenumfange ein einspringender Wmkel, ohne daß sein 
Seheitel der Schatten einer Objektecke ist. Dies weist immer darauf hin, 
daß nicht der ganne Schatten der Selbstschattei^renze den Umfang 
des Körpers ehattens auf e^ bildet. Es überdecken sieh die Schatten 
zweier Polygone teilweise: die durch sie ei-zengten Schattenräume 
sind zum Teile identisch, und ein Teil des Schattens eines Polygons 
wird vom zweiten aufgefangen, d. h, an dem Körper oder Polygon- 
system wird ein Schlagschatten auftreten. 

Dieser Schatten am Objekte selbst kann aus dem Schatten auf 
die Ebene e,. abgeleitet werden. Sucht man nämlich die Punkte, in 
welchen dieser Schatten die einzelnen Objektkanten trifft., so handelt 
es sich um die Bestimmung des Schattens einer Kante der Selbst- 
sebattengrenze auf eine Objektkante. Zu diesem Zwecke sucht man 
den Schnitt der durch die beiden Kanten gehenden Lichtebenen, in- 
dem man von beiden Kanten die Schatten auf die Ebene e^ bestimmt 
(das sind die Spuren der Liehtebenen) und durch ihren gemeinsamen 
Punkt den Lichtstrahl zieht; auf ihm liegt der gesuchte Schatten- 
punkt. Dieses Verfahren heißt Zurückziehen des Lichtstrahles}) Ins- 
besondere liefern die fräher erwähnten einspritzenden Ecken der 
Schattengrenae, welche nicht Schatten von Objefctecken sind, durch 
Zurückziehen des Lichtstrahles jene Punkte, in welchen der Schatten 
am Objekte die Selbstschattengi'enze trifft (vergl. Fig. 41 den 
Punkt X, Fig. 43, 44, 45 die Punkte x und y). Daß man 
auch umgekehrt dieses Verfahren verwenden kann, um aus dem be- 
kannten Schatten am Objekte den Schatten auf eine Ebene e^ 
abzuleiten, ist wohl selbstverständlich (vergl. E'ig. 45 die Punkte x' 
uud y* und Fig. 38 den Punkt x"). 

Die Bestimmung des Schattens am Objekte kann in den meisten Vif 
Fallen wesentlich abgelcürzt werden, wenn man den Schatten auf die 
beleuchteten Begrenzungspolygone nicht einzeln bestimmt, sondern 
ans dem Schatten auf eine Ebene alle anderen ableitet, gestütat auf 
den Satz, daß sich die Schatten einer G-eraden auf zwei Ebenen in 
deren Schnittlinie treffen. Kennt man von einer Geraden (vergl. 
Skizze Fig. 37) die Schnittpunkte mit einer Reihe von Ebenen 
"rß^yr^rr deren gegenseitige Schnittlinien gegeben sind, so lassen sich 
aus dem Schatten eines Punktes der Geraden auf a^ die Schatten der 
Geraden auf alle Ebenen' ableiten (vergl. Fig. 38, 39, 57). Dieses 
Prinzip heißt Verfolgen des Schatiens und wird insbesondere bei 
praktischen Objekten mit großem Vorteile angewendet, weil man bei 



1) Tergl. Staudigls Antographien und Ijelirbuoh, 
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34 IV. Schattenkonstniktionen an Rbciiflächig begi'ennten Körpern. 

diesen den 8(;lmitt einer Xante mit den Begi-enzimgs ebenen leicht 
bestimmen kann (vergl. Fig. 40^ 47). Bei Anwendung dieser 
Methode wird der Schnitt der durch eine schattenwerfende Kante 
gelegten Lichtebene mit dem ganzen Objekte gesucht. A^s Schatten 
■treten nur die Schnittlinien mit den beleuchteten Ebenen auf; die 
Schnittlinien mit den im Selbstschatten befindlichen Ebenen, sowie 
die uneigentliehen Schatten werden als Hilfskonstruktion verwendet 
(vergl. Fig. 45 den Schatten 2 3 und m 4). 

Damit bei der Konstruktion der Schatten am Objekte keine 
Schatten übersehen werden, sei hervorgehoben, daß auf jedem sicht- 
baren beleuchteten Begrenzungspolygone ein Schatten auftritt, wenn 
ein im Selbsts chatten befindliches Polygon unter einem konkaven 
Winkel angrenzt, gleichgültig, ob dae letztere sichtbar ist oder 
nicht (vergl. in Fig. 42 die Schatten auf die Ebene s/, das eine der 
schattenwerfenden Polygone ist sichtbar, das andere nicht). Denn 
zwei Ebenen teilen den Raum in vier Teile; der Raiun, in welchem 
die Lichtquelle liegt, wird von zwei beleuchteten Seiten eingeschlossen, 
dessen Scheitelraum von zwei im Selbstschatten befindliehen Seiten; 
nur in den beiden anderen Seheitelräumen wird die eine Halbebene 
dm-ch die andere beschattet; diese sind dadurch gekennzeichnet, daß 
sie von Halbebenen begrenzt werden, von denen eine die beleuchtete, 
die andere die Selbstschattenseite dem Scheitelraume zukehrt. 

Auch empfiehlt sich als Kontrolle zu untersuchen, ob von der 
ganzen Selbstschattengrenze des Objektes der Schatten berücksichtigt 
wurde. 

Die Bestiihmung der Schatten an einem praktischen Objekte ist 
ein sehr gutes Mittel, um mit einer Projektionsmethode vertraut zu 
werden. Da man nämlich trachten soU, nicht bloß den Schnitt der 
einzelnen Lichtstrahlen und Lichtebenen mit den Begrenzungsebenen 
zu finden, sondern den Zusammenhang der Schatten zu erkennen und 
auf Grund dieser Erkenntnis die Konstruktionen zu vereinfachen, so 
lernt man dadurch am besten, die Gestalt eines Objektes aus seiner 
asonometri sehen Darstellung richtig beurteilen. 

Bevor die Anwendimg der vorstehenden Auseinandersetzungen an 
einigen Beispielen^) Über Schattenkonstruktionen näher erläutert wird, 
seien nochmals die wichtigsten Beziehungen, welche stets bei Schatten- 
konstruktionen berücksichtigt werden sollen, angeführt. 

1) Bei diesen Beispielen Bollen dio folgenden Erläuterungen nicht bloß an 
der Hand der Figuren ditrchgelesen werden, aondem es wird dringend empfohlen, 
das Bild eines Objektes irnd des Lichtstrahles nngeiälir in derselben Lage wie 
bei den Pigviren anannebmen, die SchattenJcons^^ktion selbst si* versuchen und 
dann mit der Ausführung in der Pignr und den zugehörigen Erläuterungen zu 
mrghiäien. Dasselbe gilt von den Schattenkonstruktionen bei Prismen und 
Pyramiden (Fig. 61—66). 
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Erlilnterüngen au den Beispielen über S chatte nkonstruktioneii. 35 

Sei Zentral- und Parallelbdeuchkmg: 

1) D&- Schatten einer Geraden auf eine Ebene enthält den Schnitt- 
punkt der Geraden mit dieser Ebme. 

2) Ist eine Gerade zu einer Ebene parcdM, so ist der Schatten 
auf diese Ebene mr G&-aden paraUel. 

3) Die Schauen einer Geraden amf swel helieT>ige Ebenen treffen 
sich in deren Schnittlinie. 

4) Die Schatten dner Geraden atif pa/raUele Ebenen sind pwrallel. 
Sei Tarallähdeaehkmg : 

5) Ist eine Streck su einer Ebene paraUel, so ist ihr Schmitten 
parallel und gleich der Strecke. 

6) Die Schatten paralleler Gnaden auf dne Ebene sind pm^aüel. 

7) Ist eine Gerade zu einer Ebene normal, so ist ihr Schoten 
jtairaUel sur orthogonalen Projektion des lAchtstrahles auf diese Eb^ie; 
s. B. der Schauen einer vertikalen Geraden auf eine horigontale Ebene 
ist im Bilde paraUel zu II. 



Erläuterungen zu den Beispielen über Scliattenltonstrulttionen.^) 

Fig. 33^ und 33''. In beiden Figuren sind die Bilder der dar- Fig. 33 
gestellten Polygone und deren Schnittlinie identisch; nur die Sieht- '^- ''^~*' 
barkeit der Kanten ist Tersciiieden. Der eigentliche Schatten a' des 
Punktes a auf die Vierecksebene wurde in beiden Figuren an gleicher 
Stelle angenommen. 

In Fig. 33* liegt a vor dem Vierecke und wirft auf dieses einen 
eigentlichen Schatten; daher erscheint das Viereck beleuchtet. Da 
das Bild a und der Schatten a' zu verschiedenen Seiten der Schnitt- 
linie mn liegen, erscheint das Dreieck im Selbstschatten. Der Schatten 
des Dreieckes auf das Viereck ergibt sich leicht mit Benützung der 
Schnittpunkte m und n der Dreiecksseiten mit der Vierecksebene. 

In Fig. 33'' liegt a hinter der Viereeksebene und wirft auf diese 
einen eigentlichen Schatten a'; daher erscheint das Viereck im Selbst- 
schatten; nun folgt aus der Tatsache, daß a und a' zu verschiedenen 
Seiten der Schnittlinie mn liegen, daß das Dreieck die unsichtbare 
Seite dem Schatten zukehrt, also beleuchtet erscheint. Um den 
sichtbaren Schatten zu bestimmen, kann man von na'm ausgehen. 
Dieser Linienzug bedeutet hier die Grenzen des unsichtbaren Dreiecks- 
schattens auf die Vierecks ebene. Aus ihm lassen sich durch Zurück- 
ziehen des Lichtstrahles die Schatten des Viereckes auf das Dreieck 



1) Bei diesen Erläuterungen ist die Unters cliBidung der Elemente im Raunie 
und ihrer Bilder dnrcli den Indes ,,»■" unterlasaen. Auch später wird diea wieder- 
holt geschehen, wenn dadurch kein Irrtum entstehen kann. 
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ohne Benützung des Gnindriaaes ableiten: der durch p gehende Licht- 
strahl schneidet ac in p% also ist p' der uaeigenthche Schatten üiEes 
Punktes von 14 auf Asß Dreieck, und p'q ist der Schatten von 14 
auf das Dreieck. — Der unsichtbare Schatten von «ö auf das Vier- 
eck ist a'in und schneidet 12 in r\ der durch r gehende Lichtstrahl 
schneidet ah in r'^ d. h. r' ist der Schatten von r, und dr" der Schatten 
von 12 auf das Dreieck. — Die beiden gefundenen Schattengrenaen 
li'q und (?)•* müssen sich in einem Punkte 1' schneiden, welcher der 
Schatten von 1 ist; dies kann zui' Kontrolle benützt werden. 

¥ig. 38. Ein Teil der Oberfläche eines Pent^onaldodekaeders 
ist dargestellt; das Begrenzungspolygon ahcde ist in der Bildebene 
angenommen. Es soll an diesem Beispiele gezeigt werden, wie man 
alle auftretenden Schatten ohne Benützung des Grundi'isses finden 
kann, sobald der Schatten eines Punktes bekannt ist. Der Schatten 9' 
des Pvmlites 9 auf das in der Bildebene liegende Polygon ahc wurde 
willkürlich angenommen. 

Der Schatten der Gferaden 98 geht durch ihren Bilddurchstoß- 
pimkt rf^; der Schatten auf das angrenzende Polygon 345 ist parallel 
zu 9 8, weil 98 zu 34 und daher zur Ebene 345 pai-aUel ist. Der 
Schatten der Seite 87 auf die Ebene 345 geht durch den Schnitt- 
punkt dg mit dieser Ebene. — Der Schatten der Geraden 9 10 geht 
durch den Bilddurchstoßpunkt; wenn dieser, wie hier, außerhalb der 
Zeiehenfläche liegt, kann man eine andere Konstruktion benützen: e9 
und alO sind parallel, haben daher parallele Schatten e9' und alO"; 
10" verbindet man mit 9'; der Schatten auf die angrenzende Ebene 
123 ergibt sich aus dem Schnittpunkte d^ von 9 10 mit dieser Ebene. 

SoU der Schatten auf eine Koordinatenebene bestimmt werden, 
so muß die Lage der einzelnen Objektpunkte zu dieser bekannt sein 
z. B. durch Angabe der Aufrißspuren jener zur Bildebene ß parallelen 
Ebenen ß-^ und ß2, in welchen die Punkte 13Ö79 resp. 24 8 10 liegen. 
Zieht man durch 9 eine zur Bildebene parallele Gerade z, B. 9 1 ^ (? 
und bestimmt ihren Schatten (?' auf die Bildebene, so geben die 
vertikalen Durchatoßpunkte von (? und G' den Schatten 0" = %^" 
auf die Aufrißebene. — Um den Schatten von 2 zu bestimmen, zieht 
man durch 2 eine Parallele zu G und durch ihren vertikalen Dru-ch- 
stoßpunkt «ä (welcher in ß^° liegt) eine Parallele zu G"; auf dieser 
Parallelen liegt 2". — Der Schatten von ae auf die Aufrißebene 
geht durch den vertikalen Spurpunkt v von ae und ist zu G" paraUeL 
So können die Schatten aller Ecken des Polygonsystems bestimmt 
werden; beim Verbinden der Schattenpunkte muß man darauf achten, 
welche Kanten den Sehatteu werfen, z. B. dürfen nicht 2" und 4° oder 
5" und 7" verbunden werden. Aus dem Umfange der Sehattengrenze 
ei^ibt sieh die Selbstsehattengrenze des Objektes (wenn diese nicht 
schon durch andere Überlegungen festgestellt wurde). 
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Bei der BeBtimujuDg der Schatten von 7 8 und 5 c kann man die 
Konstruktion der nicht im Umfange der Schattengrenze liegenden 
Punkte 8" und (f ersparen. Der Schatten von 7 8 ist parallel zum 
Schatten von 23 und vfird von dem durch x gehenden Lichtstrahle 
in x" geschnitten; 3f muß auch auf dem Schatten von c5 liegen. 

Fig. 39, Die Basia der Pyramide liegt in der Bildebene, der 
Scheitel im Koordinatenanfangspunkte. Der Schatten von a auf die 
Ebene icA wurde in ß' angenommen. Die übrigen Schatten sind 
durch Verfolgen des Schattens zu bestimmen. 

Der Schatten der Geraden ah auf die Ebene scd enthält ihren 
Schnittpunkt 1 mit dieser Ebene und trifft die benachbarte Ebene 
in 2; man muß unterauchen, ob der Schatten von 6 nicht zwischen 
«" und 2 fällt; denn dann wäre sbc im Selbstschatten. 

Der Schatten der Geraden ag auf scA geht durch ihi'en Schnitt- 
punkt 3 mit scd und trifft die benachbarte Ebene in 4; durch 4 geht 
der Schatten auf die Ebene srfe; hier kann nicht, wie in den früheren 
Fällen, der Schnitt von ag mit der Ebene unmittelbar benätzt werden, 
weil er außerhalb der Zeichenfläehe liegt. Man bestimmt daher den 
Schatten tf von a auf diese Ebene: Die Lichtebene durch as schneidet 
scä in so, die Basis in «5 und daher sde in s6; auf s6 liegt a° imd 
gibt mit 4 verbunden den gesuchten Schatten 4 7. — Oder wenn man 
die Ebene sde nicht berücksichtigt, so ergibt sich aus a'A. der Schatten 
8 9 auf die Ebene sef, welcher auch 7 enthält. — 78 wird von dem 
durch g gehenden Lichtstrable in g' innerhalb der Seitenfläche sef 
getroffen; daher wird auch fg einen Schatten werfen, was leicht über- 
sehen wird. 

Hervorzuheben ist noch, daß bei der Schattengrenae in a' und </" 
einspringende Winkel auftreten. Dies ist bei der Grenze des 
Schattens ins Innere einer Pyramide im Schatten jeder Basisecke 
der Fall. 

Fig. 40. Als Schatten von a sei in der Ebene £ der Punkt «* 
willkürlich gewählt. Dann kann man entscheiden, welche Begrenzungs- 
ebenen beleuchtet sind und kann die Schattenkonstruktion ausführen, 
ohne erst U zu bestimmen. 

Der Schnitt von t mit der Horizontal ebene durch a ist «''; daher 
liegt a vor der Ebene £ und es muß £ beleuchtet sein, da a^ ein 
eigentlicher Schatten ist; a und a? liegen zu verschiedenen Seiten der 
Schnittlinie von abd und £, daher ist die Ebene ahd im Selbst- 
schatten. — Der Schatten von ab gibt eine parallele Gerade, welche 
ef in 6 trifft; 6 ist der eigentliche Schatten eines in der Verlänge- 
rung von ha vor f^ hegenden Punktes; daher ist e^ beleuchtet. — Der 
Schatten von ac ist durch a' und den Schnittpunkt 1 von ttc mit 
fi bestimmt. Da der Schatten von aä zwischen die Schatten von ha 
und ca fallen würde, ist ad keine Selbstschattengrenze; daher ist auch 
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die Ebene dac im SelbstschattsD. — Die noch auftreteadea Schatten 
von ae anf die beleuchteten Eegrenzungsebeaen werden erhalten, wenn 
man 3 mit dem Schnittpunlcte 2 verbindet und durch 4 eine Parallele 
za ac zieht. 

Man könnte auch die Schatten der vier in a zusammenstoßenden 
KÖrperkanten auf die Diagonalebene ade bestimmen. Zwei Kanten 
liegen in der Diagonalebene und sind mit ihren Schatten identisch; 
der Schatten von ac ist ai, der Schatten von ab ist die Yerlängerung 
von Qa über a hinaus; die beiden letzteren Schatten sehheßen die 
anderen ein und bilden einen konkaven Winkel, daher sind ab und 
«c Seibstschattengrenzen. — Würde man dasselbe für den Punkt ß 
durchführen, so ergibt sieh, daß die Schatten der vier Körperkanten 
von e auf die Diagonalebene nicht innerhalb eines konkaven Winkels 
liegen; da mm e keine einspringende Ecke des Objektes ist, kanu e 
kein Pnnkt der Selbstschattengrenze sein.^) 

Natürlich könnte auch zuerst L' bestimmt und die Untersnchung 
bezüglich der Beleuchtung der einzelnen Begrenzuugsflächen wie in 
Fig. 36 diirch geführt werden. 

Fig. 41. Der Schatten von a auf die vertikale Mauer wurde in 
a' angenommen. Nun lassen sich alle Schatten ohne Benützung 
von L' konstruieren: die Mauer ist beleuchtet, da auf sie von einem 
vor ihr li^enden Punkte a ein eigentlicher Schatten fällt. Aus dem 
Schatten 1«' und dem dazu parallelen Schatten 26* erkennt man, daß 
1» und 2& die Seibstschattengrenzen des horizontalen Balkens sind, 
uud zwar sind die sichtbaren Seitenflächen im Selbstschattcn , da für 
beide der Schatten und das asonometrische Büd zu verschiedenen 
Seiten der Schnittlinie mit der Mauer liegen. Die Ebene ahc ist 
beleuchtet, da sie parallel zur Mauer ist; beim schiefen Balken ist die 
vertikale sichtbare Ebene im Selbstschatten, da sie mit der Ebene lac 
identisch ist; über die zweite sichtbare Ebene s gibt der Schatten 
von 3 Aufschluß; sie ist beleuchtet, weil 3 und 3' auf derselben Seite 
von f' liegen. 

Den Schatten des horizontalen Balkens auf den schiefen findet 
man durch Zurückziehen des Lichtstrahles aus dem Schatten af, in 
welchem sich die Schatten von 'de und &2 schneiden, oder als Schnitt 
der durch i2 gehenden Lichtebene mit *; die Spuren dieser beiden 
Ebenen auf der Mauer sind 21/ und i* und sie schneiden sich in s. 

a'c' ist parallel und gleich lang mit ac und ebenso h'C mit bc. 

Pig. 42. Gegeben sind L und i'; denkt mau sich in o den 
Anfangspunkt des Achsenkreuzes, so erscheint die XZ-'Ehene im Selbst- 
schatten, da L' und der axonometrische Grundriß des Projekt ionsstrahles 

1) Bei der Behandlung der Prismen (p. 53) wild die Beniitating der Diago- 
nalebenen noch von einem anderen Gesichtspunkte aus betrachtet werden. 
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von verschiedenen Seiten auf X einfallen. Dagegen erscheint die YZ- 
Ebene beleuclitet; die Grundrißebene zeigt die untere, also im Selbsfc- 
sehatten befindliche Seite. Von den schiefen Balken sind nur noch 
die schiefen Ebenen zu untersuchen. Der Schatten a' yon a auf die 
yi^-Ebene liegt mit dem Bilde a auf derselben Seite der Schnittlinie 
23, daher kehrt die Ebene «2 3 dem Beschauer die beleuchtete Seite 
zu und die äußere Seite ist im Selbstschatten; die äußere sichtbare 
Seite der gegenüberhegenden Ebene ist demnach beleuchtet. — Für 
den anderen schiefen Balken ist die sichtbare schiefe Ebene be- 
leuchtet, wie daraus hervorgeht, daß der vor dieser Ebene liegende 
Punkt b auf sie einen eigentlichen Schatten wirft. Dieser hegt auf 
4 5, dem Schatten von b4., wobei hö, parallel L', der uiieigentliche 
Schatten von bi auf die XT-Ebene ist. Fallt 5 außerhalb der 
Zeichenfläche, so kann auch der Schatten mn auf die XZ-Ebenn, 
parallel hi, benutzt werden. 

Die Schattengrenzen sind la*2 und ö&'i und 7x, wobei sc auf 
der horizontalen Gerdden 1/0, dem unsichtbaren Schatten von 7 6 auf 
die XZ-'Ehene, liegt. Auf dieser Geraden liegt auch der Schatten a". 

Femer sei noch hervorgehoben, daß sich in den drei horizontalen 
Schnittlinien G-^, G^, Gg der beleuchteten sichtbaren Begrenzungs- 
ebenen die Schatten Ix, ly und 6e paarweise schneiden. 

Fig. 43. Hier wurden L und L' gewählt und zuerst die Schatten 
h" und If von b auf eine vertikale und horizontale Begi-enzungsebene 
bestimmt: lö' ist parallel zu L'. h"a'' = ia, äs ist parallel zu 2h" und 
bedeutet die Üichtung von L". Ans x bestimmt man af und aus y" 
findet man p durch Zurückziehen des Lichtstrahles. Außerdem ist 
eit parallel zu ay und bedeutet die Richtung von L'". 

Fig. 44, Zuerst soll nach Annahme von LL' entschieden werden, 
welche Ebenen beleuchtet sind. Von den Koordinatenebenen erscheint 
nur die i^^-Ebene im Selbschatten und daher sind auch die dazu 
parallelen sichtbaren Begrenzungs ebenen im Selbsteehatten. Die 
Schatten von a und c geben Aufschluß über die schiefen Balken. 

Der Schatten von ab ist durch den Linienzug feie gegeben; der 
Schatten von ae gibt den folgenden Linienzug: e*2 (durch d parallel 
zu ea') — 23 (durch a) — 34 (4 liegt auf ea') — 45 (in i/a'). 
Der Schatten der dazu parallelen Kante fg besteht aus den Teilen: 
?«/, fl, 6 10 (parallel zu d2) — fx, 8 9, 67 (paraUel au «2) — 8 10. 
Der Schatten von bh ist 611 — 11/ — e'h'- 

Auf folgende Beziehung sei aufmerksam gemacht: die Punkte 
Xf y, 12 liegen auf einer Geraden parallel zu ad. • — x', d. i. der 
Schnitt von cl und 810, und x", d. i. der Schnitt von 6a' und gQ, 
liegen mit x auf einem Lichtstrahle. 

Fig. 45. Aus dem beliebig gewählten Schatten c* von c können 
alle Schatten abgeleitet werden; \<f ist als Schatten einer zur X-Achse 
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parallelen Geraden auf die Seitenriß ebeue parallel au L"'; aus L"' 
und L kann der Schatten tob a bestiuimt weiden; a'h" ist pai-allel 
und gleich mit ah, d'c' parallel und gleich mit de. Durch h' zieht 
man die Parallele zm' F-Richtung, durch d' die Parallele zu L"' und 
erhält 5' als Schnittpunkt. Durch Zurückziehen des Lichtstrahles 
ergibt sich aus 5" der Punkt 5, welcher mit e verbunden eine zu L'" 
parallele Schattengrenze liefern muß. (Um solche Schatten nicht zu 
übersehen, soll man immer untersuchen, ob überall ein Schatten kon- 
struiert wurde, wo ein beleuchtetes und ein im Selbstschafcteu befind- 
liches Polygon unter einem konkayen Winkel aneinander stoßen.) 

Der Schatten der Kante 2 c kann durch Verfolgen des Schattens 
leicht ermittelt werden; man erhält den Linienzag c°3 2 und dadurch 
die Punkte j/ imA z, durch welche horizontale Schattengrenzen gehen 
(die letztere wird znm Teil durch den Schatten der Ebene qmp über- 
deckt). In gleicher Weise gibt die parallele Lichtebene durch mg 
den Schnitt mim' and liefert den Punkt x, durch welchen der hori- 
zontale Schatten von mq auf die Ebene s geht. Aus x kann x' und 
der Schatten der schiefen Kante xn ermittelt werden. Die Gerade 
j/j/" ist parallel zu L. Der Schatten m"y' ist gleich my, und q'x-\-af7n' 
muß gleich qm sein. 

Fig. 46. Angenommen wurde der Schatten a' von n auf die 
Ebene e, aus welchem sieh L und L' ergeben. Die Schatten von ab auf 
die horizontalen Begrenzungsebenen der Stufen sind parallel zu L', die 
Schatten auf die vertikalen Begrenzung ebenen parallel zu ah. — Der 
Schatten von ac auf t geht durch den Schnittpunkt 1 mit e, der 
Schatten auf die vertikale Begrenzungsebene der mchsten Stufe durch 
den Schnittpunkt 2, und ist parallel zu Iö;'. Daraus ergeben sieh 
die Punkte 3 4 des Schattens auf die horizontale Begrenzungsebene; 
der Schnittpunkt von ae mit dieser Ebene kann nicht benützt werden, 
weil er außerhalb der Zeichenfläche liegt. — baf ist parallel zu 3 4, 
ex parallel zu 1«.', de' parallel za L'; xa? muß parallel zu L sein, 

Fig. 47. Hier ist eine Schattenkonstruktion bei Zentralbeleuch- 
tung gezeigt. Denkt man sich durch den Objektpunkt o das Koordi- 
natensystem gelegt, sü sei, auf dieses bezogen, die Lichtquelle durch 
IV dargestellt. Die T^^-Ebene und die dazu parallele Ebene £ er- 
scheinen beleuchtet, weil l vor diesen Ebenen liegt; die XF- Ebene 
erscheint beleuchtet, weil l unterhalb von ihr liegt. 

Der Schatten von a auf die XZ-Ebene wurde in a' als Schnitt 
von l'a und la bestimmt; a'a' ist der Schatten der Kaute A, a"2 
(durch 1) der Schatten der Kante «3 auf die Z 7- Ebene; der Schatten 
von fflS auf s ist durch die Punkte 2 und 3 bestimmt; (2 3, AP und 
la müssen durch einen Punkt gehen.) Um den Schatten von «3 auf 
die Ebene b^ zu finden, schneidet man die Lichtebene mit der vertikalen 
Dit^onalebene d in 4 3 und erMlt so den Punkt x. — Aus x ergibt sich 
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der Sehatteu 3? auf 2 3; erBclieint diese Bestimmung zu ungenau, so kami 
man auch auf dh einen anderen Punkt wählen, z. B. den horizontalen 
Spurpunkt /( und den Schatten If auf i suchen; Ifä ist der Schatten 
von 6(? auf i und enthält x'. — In 5 geht der Schatten von hä auf 
die Ebene fg über ala 5i'; 5&" geht durch den Schnittpunkt 7 von 
hil mit fig. -- Der Schatten von Öc auf ^ geht durch den Schnitt- 
punkt 8 von hii mit e,, (8 liegt auf der Schnittlinie 36 der Ebene «^ 
mit der Diagonalebeue <J.) — Der durch e gehende Schatten und Ve 
sind parallel als Schatten einer Geraden auf parallele Ebenen. — 
Eigentlich sollte eine Untersuchung vorangehen, ob die schiefen Ebenen 
qfjf^ beleuchtet sind. Man kann sie ersparen, wenn man zuerst die 
Schatten konstruiert und aus diesen auf die Beleuchtimg schließt: 
ig ist beleuchtet, weil x und x' auf derselben Seite der Schnittlinie 
von £, und * liegen, oder weil x ein eigentlicher Schatten eines vor 
fj liegenden Punktes von «3 ist. — £3 ist beleuchtet, weil h vor ^^ 
liegt und auf % einen eigentlichen Schatten wirft. 

Für E^Egf^ kann natürlich auch eine direkte Untersuchung durch- 
geführt werden: Eine vertikale Ebene durch l imd A schneidet f^ in G^; 
diese Gerade und daher auch fj wird von den Lichtstrahlen außen 
getroffen, daher ist Ej beleuchtet. — Für «j legt man durch l eine 
vertikale Ebene mit der örundrißspur tr^'; diese schneidet fg in G^; 
l liegt unterhalb Gg, daher treffen die Lichtsirahlen die Gerade Gj 
und also auch die Ebene i^ von außen, (G^ und -B" schneiden sich in 
IV, weil es die Schnitte von zwei vertikalen Lichtebenen mit e^ sind.) — 
Für Ej benützt man dieselbe vei-tikale Hilfsebene durch ( wie bei f^; 
sie schneidet £3 in S\ l liegt oberhalb S, so daß S von den Licht- 
strahlen von oben getix)ffeu wird und daher c-.^ beleuchtet ist. 



V. Pyramiden und Prismen. 

Die Bestimmung des Schnittes von Geraden und Ebenen mit den 
Begi'enzungsebenen eines Körpers, welche nach den angegebeneu all- 
gemeinen Ginmdsätzen ausgeführt werden kann, sowie die Konstruk- 
tion der Schatten erfährt eine wesentliche Vereinfachung bei den 
Pyramiden und Pnsmen, weshalb diese liäuflg vorkommenden räum- 
lichan Gebilde besonders besprochen werden sollen. 



a) Pyramiden. 

Wenn eine Gerade sich so bewegt, daß sie durch einen Punkt s 
geht und längs eines «benen Polygooes B hingleitet, so beschreibt 
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Sie fme i^Utkimhiit Piftatniäenflache Dei fpste Punkt s litiSt ihr 
Sthf Ifl — das Polygon B ihre JJasif,, dip einzelnen La^en der Gte- 
laden heißen ihie Et zeugenden , — dip Ebenen, auf -welchen sich die 
PyramidenflaK'he zusammensetzt, ibie Serienflfichen , — deien Schnitt- 
linien heißen die beit&nkünten Jede Ebene dmch den Scheitel schneidet 
die Flache ndch Erzeugenden, piiallele Ebenen schneiden die Flache 
in ähnlichen Polygonen da deren Seiten parallel emd und im gleichen 
Verhaltnisie stehen 

Dei Scheitel teilt die vollständige PyiamidenÜtiche m zwei ein- 
fache Pyramidenfl ichen letztere denkt man gewöhnlich duich eine 
Basisehene begienzt. Im folgenden wiid dit einfache Pyianiidenüache 
kurz Pyramide genannt. 

In asonometrischer Projektion wird die Pyramide durch die Bilder 
der Seiten- und Basiekanten dargestellt, wobei auf die Sichtbarkeit 
dieser Kanten Rücksicht zu nehmen ist. 

Sehiiltt mit einer Ebene. 

Das ebene ScLnittpoIygon kann bestimmt werden, indem man 
die einzelnen Seitenflächen der Pyramide mit der gegebenen Ebene zum 
Schnitt bringt. Dabei werden gleichnamige Spuren der Ebenen verwendet. 

Da die Basisspuren der Seitenflächen schon gegeben sind, wird 
man immer die Basisspur der Ebene f suchen und mit den Basis- 
kanten zum Schnitt bringen; so erhält man die Basisdurchstoßpunkte 
der einzelnen Seiten des Schnittpoljgones. Die Sasiskatden tmd die 
Seiten des Schniti^olygones, welche in derselbmt Seitenfläche liegen, schnei- 
den sich in der Basisspur der Schnitlebene. — Da zwei Dreiecke, deren 
Ecken paarweise auf Geraden durch einen Punkt liegen, immer als 
Bilder der Basis und eines ebenen Schnittes einer dreiseitigen Pyra- 
mide aufgefaßt werden können, so folgt, daß si^ die Seiten solcher 
Dreiedce pcuirweise mif einer Gercideit schneiden. ^) 

Ist die Ebene b durch ihre Spuren mit den Koordinatenebenen ge- 
geben, so kann man von den Seitenflächen der Pyramide fftr eine 
Koordinatenebene die Spur suchen und mit der gleichnamigen Spur 
von 5 zum Schnitt bringen; so erhält man für jede Seite des Schnitt- 
polygones außer dem Bas isspur punkte noch einen Punkt. Die Spur 
einer Seitenfläche mit einer Koordinatenebene wird bestimmt, indem 
man von einer Basiskante und einer Seitenkante den Schnitt mit dieser 
Koordinatenebeue sucht. 
8 In Fig. 48 liegt die Basis in der Grundrißebene; es wurde die Seitea- 

rißapur der Ebene sah in qr gefunden und mit e' in t zum Schnitt ge- 
bracht; t mit dem Schnittpuntte I dei' Basisspuren verbunden, gibt die 
Seite ai\ des Schnittpoljgones. 



1) Vergl. die Umkehvnng dieses S 
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Dieses Verfahren ist nicht zn empfehlen, weil selten günstige 
Schnitte aviftreten; heeaer ist es, wenn man außer der Basisebene die 
dazu parallele Ebene 6 durch den Scheitel zu Hilfe nimmt, weil sich 
fiir diese Ebene 6 die Spuren der Seitenflächen als Parallele zu den 
Basiskanten durch den Scheitel ei^eben. Die Schnittlinie e" der ge- 
gebenen Ebene b mit e ist zur Ettäisspur pariillel und kann leicht 
ermittelt werden, wenn man berücksichtigt, daß 6 und die Basisebene 
alß Entfernung die Höhe der Pyramide besitzen, Ist z. B. die Basis 
in der Grundrißebene gelegen, und die Ebene s durch ihre Spuren 
gegeben, so braucht man nur in der Seitenrißspur einen Punkt zu 
suchen, dessen Entfemung von der Gnmdrißebene gleich der Höhe 
der Pyramide ist, und durch diesen Punkt zur Basispur ** die Paral- 
lele zu ziehen. 

In Fig. 48 wurde von e" der Punkt p so bestimmt, daß pp'^ ss' Fig. 48 
ist; durch p geht s" parallel ku {''. Die Seiten des Schnittpolygone s 
wurden gefunden, indem man für jede Seitenfläche der Pyramide die 
Spuren in der Basisebene und in der Ebene a mit t'' respektive t" schneidet 
und diese Schnittpunkte verbindet. Für die Seitenfläche y^sab schneiden 
sieh )^ und t* in 1 , und die dazu Parallelen y" und i" in 2 ; auf 1 2 
liegen die Ecken %, b^ des Schnittpolygones. 

Ist die Ebene s nicht durch ihre Spuren gegeben, sondern z. B. 
durch die Basisspur und einen Punkt, so zieht man durch diesen 
Punkt eine beliebige Gerade in ; und sucht auf ihr einen Punkt j>, 
dessen Entfernung von der Basisebene gleich der Höhe der Pyramide 
ist; durch p geht s" parallel zur Baeisspur von b. 

In Fig. 49 liegt die Basis der Pyramide in der Grundrißebene; ein Fig. 49 
Parallelogramm I II III IV ist durch Büd und asonometrischen Grundriß 
gegeben; der Schnitt seiner Ebene s mit der Pyramide wurde konstruiert. 
Zuerst wurde die Basispur t' des Parallelograrames gesucht, dann in der 
Geraden I II ein Punkt p bestimmt, so daß pp'=' ss' ist und s" durch p 
parallel zu t* gezogen. Die Seiten des Schnittpolygones ergeben sich wie 
früher aus dem Schnitt der Spuren von e und jeder Seitenfläche in der 
Basisebene und der Ebene a: b^c^ ^12 und a^c^ ^3 4, 

Noch ein Verfahren kann vorteilhaft verwendet werden. Legt 
man durch den Scheitel eine Ebene 6 parallel zur gegebenen Ebene s 
und sucht deren Basisspur, so geben ihre Schnittpunkte auf den Basis- 
kanten mit dem Scheitel verbunden die Schnittgeraden S von 6 mit 
den Seitenflächen der Pyramide; die Seiten T des Schnittpolygones 
sind, dazu parallel und enthalten die Schnittpunkte der Basisspur von 
£ mit den Seitenkanten. 

In Fig. 50 liegt die Basis der Pyramide m der Aufrißebene, der Fig. 50 
Scheitel s in der Seitenriß ebene. Durch s wurde die Ebene g parallel au 
£ gelegt; ihre Basisspur ist g". Die Basiskanten der Pyramide schneiden 
die Basisspuren «' und o" in den Punktepaaren t^\, Ls^ . . .; zu den 
Gieraden ss^, ss^ . . . wurden die Parallelen durch t^, f^ . . . gezogen. 
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Man braucht diese Kojistmbtion natürlich nicht für jede Seiten- 
fläche auszuführen, eondem kann ans einer Seite des Schnittpoly- 
gones alle anderen ableiten, da diese sich, wie schon erwähnt, mit 
den Basiskanten in der Baaisepur von £ treffen vmd je zwei benach- 
barte Seiten des Schnittpolygones sich in einer Seitenkante der Pyra- 
mide schneiden. Doch soll man, wenn viele Seitenflächen vorhanden 
sind, nicht das ganze Schnittpolygoii aus einer Seite ableiten, weil 
sich eine Ungenauigkeit der Konstruktion auf aJie folgenden Seiten 



Das Sehnittpolygon kann auch bestimmt werden, inden n ao Ipu 
Schnitt der einzelnen Seitenhmtm mit der Ebene e sucht, B n fecbu tt 
einer G-eraden mit einer Ebene müssen Hilfsebenen Verwenlet werden 
um die Konsti'uktion für alle Seitenkanten zu vereinfache v id man 
die Hilfsebenen so wählen, daß sie eine Gerade G durch den Scheitel 
gemeinsam haben. Diese Gerade G kann verschieden gewählt werden; 
die wichtigsten Fälle seien erwähnt: 

Fig. 51 1. Wenn e durch die Basisspur und einen Punkt p gegeben ist, 

wählt man G durch diesen Punkt p und sucht den Durch stoßpiinkt t 
mit der Basiseüene. Die Basisspuren der Hilfsebenen gehen dann 
durch ( und die Ecken des Baslspolygones; ihre Schnittpunkte mit der 
Basisspur von £ werden mit 2> verbunden und liefern die gesuchten 
Ecken des Schnittpolygones. 

In Fig. 51 liegt die Basis der Pyramide in der YZ-Ebene, der 
Scheite] in der Grundriß ebeae. Die Sehnittebeae s ist durch das Dreieck 
pqr gegeben, dessen Seite qr in der Baaisebene liegt, also die Basisspur s' 
bedeutet. Zuerst wurde der Schnitt von G ^ sj) mit der Basisebene in ( 
bestimmt, dann die Konstruktion der Eckern a^b^ ■ . . durchgeführt; i. B. 
ta schneidet s' in «q, pa^ schneidet sa in a^ usw. 

l'ig, 53 2. G falle mit einer Seitenkanfce zusammen; für diese wird der 

Schnitt p mit der Ebene s bestimmt. Die Basisspuren der Hilfs- 
ebenen gehen durch die beüeffende Basisecke; ihre Schnittpunkte 
mit der Easisspur von e geben, mit p verbunden, die Schnitthnien 
der Hilfs ebenen mit e. 

In rig. 52 liegt die Basisebone der Pyramide in einer vertikalen 
Ebene «, Der Schnitt der Pyramide mit der Bildebene xys wird gesucht. 
Die Basisspur der Sehnittebene ist k*. Für die Kante sa ivurde der 
Schnitt p mit der Bildebene direkt bestimmt und dann daraus der Schnitt 
mit den anderen Seitenkanten abgeleitet, ■/,. B. für die Seitenkante sc: 
die Basisspur der Hilfsebene ist ac, sie sehneidet c^ in (?,,; auf ^Cj, liegt 
die Ecke q des Schnittpolygones usw.; für die zu sa benachbarten Seiten- 
kanten fallen die Hilfsebenen mit den Seitenflächen zusanmien. 

Fig. 5-^ 3. Liegt die Pyramidenbasis in einer Koordinatenebene, ao kann 

mit Vorteil die Höhe der Pyramide als G gewählt werden, weil für 
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diese der Schuitt p mit e leicht als Deekpunkfc des Scheitele bcKÜg- 
lieh der Easisebene gefunden werden kann. 

In Fig. 53 liegt die Basis der Pyramide ia cler Aufrißebene; jj ist 
der Schnitt der Höhe ss" mit der gegebenen Ebene s und wurde als jener 
PuuJrt von a bestimmt, dessen Aufriß s" ist {s"v || Z, vp || £"). Die Basis- 
spur von s ist e'; die Ecke «, des Schnittpolygones wird bestimmt, indem 
man s"a mit e," in (% schneidet und pa^ mit s« zum Schnitt bringt. 

4. G sei parallel der Basisebene und ihr Schnitt mit s sei p. Fi^. u 
Dann sind die Basisspuien der Hilfsebenen parallel zu G \ind die 
Schnittlinien der Hilfsebenen mit s gehen durch p. 

In Fig. 54 liegt die Basis der Pyramide in der Seiteuriß ebene und 
der Scheitel in der X-Achse; die Basisspnr YOn e ist f'. G wurde vei-tikal 
gewählt; dann liegt dei- Schnittpunkt j3 mit s in t". Zur Bestimmung 
der Ecken des Schnittpotygones zieht man durch die Basisecken vertikale 
Gerade, bringt sie mit s" zum Schnitt und verbindet diese Schnittpunkte 
mit p; auf diesen Geraden liegen die gesuchten Ecken. 

5. G sei zu s parallel und ihr Schnitt mit der Basisebene sei t Fig. üS 
Die Basisepuren der Hilfsebeuen gehen dann durch t und die Schnitt- 
linien der Hüfsebenen mit s sind parallel zu G. Ist e durch die 
Spuren mit den Koordinatenebenen gegeben, so kann man als Dich- 
tung von (? eine der Spuren von e wählen. 

In Fig. 55 liegt die Basis der Pyramide in der Grundrißebene; die 
Basisspur von s ist £*. G wurde parallel zu s' gewählt und ihr Schnitt t 
mit der GruudritS ebene bestimmt. Die Basisecken verbindet man mit t 
und schneidet diese Geraden mit i*; durch die Schnittpunkte werden die 
Parallelen zu G gezogen, welche die Ecken des gesuchten Schnittpolygones 
enthalten. 

6. Man kann auch G zu « und der Basisebene parallel wählen, Fig. ö6 
d h. parallel zur Basisspur von «; dann sind die Basisepuren der Hilfe- 
ebenen und ihre Schnittlinien mit e parallel zu G. Liegt die Basis 

z. B. in der Gh'undrißebene, so benützt man zur Bestimmung der Hilfs- 
ebenen die Aufriß- oder Seitenriß spuren, indem man den Schnitt von 
G mit der betreffenden Koordinatenebene sucht. 

In Fig. 56 liegt die Basis der Pyramide in der Grundrißebene, daher 
ist G parfJlel zu f'' gewählt; ihr Schnitt mit der Seitenrißebene wnrdo 
in t bestimmt. Durch die Basisecken zieht man die Parallelen zu e'' und 
bringt sie mit Y aum Schnitt; diese Schnittpunkte verbindet man mit t, 
schneidet diese Geraden mit i' und zieht durch diese Schnittpunkte wieder 
Parallele au £*; auf diesen liegen die gesuchten Ecken. 

Von diesen Methoden wird man diejenige wählen, welche in dem 
gegebenen Falle am Yorteilhaf testen erscheint; auch kann man die 
direkte Bestimmung der Ecken oder Seiten des Schnittpolygones kom- 
binieren, insbesondere, wenn dadurch die Genauigkeit der Konstruktion 
durch Vermeidung ungünstiger Schnitte erhöht wird. 
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Zwischen i^en Bildern des Schnitt- and Basis polygones besteht 
folgende Beziehung: Nennt man die Bilder von zwei Eckpunkten, 
welche auf derselben Seitenkante liegen, entsprechende Punkte und 
die Bilder yon zwei Seiten, welche in dei-selben Seitenfläche liegen, 
entsprechende Gerade, so gehen die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte durch einen Punkt, nämlich das Bild des Scheitels, und 
die Schnittpunkte entsprechender Gferaden liegen auf derselben Ge- 
raden, nämlich dem Bilde der Basisspur der Sehnittebene. Diese 
Beziehung zweier eindeutig aufeinander bezogenen geometrischen Ge- 
bilde £■ und Hl heißt KoüineaUon; der Punkt, durch welchen die 
Verbindungslinien entsprechender Piuikte gehen, heißt Kollineations- 
sentmm; die Gerade, auf welcher sieh entsprechende Gerade schneiden, 
heißt KollineaUonsachse. — Diese geometvisehe Beziehung der beiden 
Gebilde S und 2]^^ ist Tollkommen definiert, wenn die Achse A, das 
Zentrum s und ein entsprechendes Punktpaar aa^ auf einer Geraden 
durch s gegeben sind. Msin kann zu jedem Punkte x des Gebildes .£, 
zu welchem a gehört, den entsprechenden Punkt x^ des Gebildes S^, 
zu welchem % gehört, eindeutig bestimmen: Der Schnitt Yon ax 
mit A wird mit «j verbunden und liefert auf sx den entsprechenden 
Punkt %; um zu einer Geraden P von li die entsprechende Gerade P^ 
zu finden, sucht man für einen Punkt x von P den entsprechenden 
Punkt x^ und verbindet ihn mit dem Schnittpunkte von P und A. — 
Die angeführten Konstruktionen des Scbnittpolygones können ohne 
räumliche Betrachtung in diesem Sinne als Bestimmung der kollinearen 
Figur zum Basispolygone gedeutet werden. Das Bild des Pyramiden- 
scheitela ist das Kollineatioiiszentrum, das Bild der Basisspur der 
Schnittebene die Koliineationsachse ; der Schnitt der Hilfsgeradeu G 
mit der Basis- und Sehnittebene bat zu Bildern ein entsprechendes 
Punktpaar der kollinearen Gebilde. 

Schnitt mit einer (Jeraden. 

TJm den Schnitt einer Geraden A mit den Seitenflächen einer 
Pyramide zu bestimmen, legt man durch A eine Hilfsebene und bringt 
sie mit der Pyramide zum Schnitt; die gesuchten Durchstoßpunkte 
von A mit der Pyramide liegen auf diesem Sehnittpolygone. 
Fig. 67 Die gewöhnlich benutzten Hilfsebenen, normal zu einer Koordi- 

natenebene oder zur Bildebene, können auch bei einer Pyramide ver- 
wendet werden, insbesondere wenn die Anzahl der Basisecken gering 
ist. Im allgemeinen ist es aber vorteilhafter die Hilfsebene durch den 
Scheitel der Pyramide zu legen, weil dann der Schnitt aus Erzeugenden 
besteht, welche leicht bestimmt werden können. Zu diesem Zwecke 
zieht man am einfachsten durch den Scheitel eine Parallele zu A und 
sucht von den beiden parallelen Geraden die Basisdur ehstoßpunkte; 
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ihre Verbindungslinie ist die Baeisspur der Hüfsebene und eclmeidet 
die Basiskanten in Punkten jener Erzeugenden, auf welchen die ge- 
suchten Sehnittpunkte von A mit der Pyramide liegen. 

In Fig. 57 liegt die Basis der Pyramide in der Aufrißebene; die 
Basisspurpunkte von A und der zu A parallelen Geraden A^ durch den 
Scheitel sind in v und v^ bestimmt und geben als Verbindungslinie die 
Basisspur e"; diese schneidet die Basiskanten ab und bc in den Punkten 
1 und 2; auf den Erzeugenden sl und s2 liegen die Durchstoßpunkte 
I, U der Geraden A mit der Pyramide. Das Stück I II der Geraden A 
liegt innerhalb der Pyramide und ist unsichtbar. Es wurden auch die 
außerhalb der Pyramidenfläehe liegenden Schnittpunkte III und IV der 
Geraden A mit den erweiterten Seitenflächen scd und sde in derselben 
Weise bestimmt. 

ScliattenkoTistruktioueii. 

Die Selbstscbattengrenze einer Pyramide bestimmt man am ein- 
fechsten aus dem Schlapchatten auf die Basisebene. Man sucht den 
Schatten s^ des Scheitels s auf die Basisebene, gleichgültig ob es ein 
eigentlicher oder uneigentlicher Schatten ist. Die Verbindungslinien 
von Sf, mit den Basisecken geben die Schatten der einzelnen Seifcen- 
kanten. Die äußersten di^er Sehatfcengeraden sind die Begrenzung 
des Schattens der Pyramide und werden von jenen Seitenkanten ge- 
worfen, welche die Selbstschattengrenze bilden. 

Hat das Basispolygon einspringende Ecken, so können auch mehr 
als zwei Xanten die Selbstsehattengrenze bilden; es wird dann eine 
Seitenkante zur Selbst schattengrenze gehören, wenn bezüglich ihres 
Schattens die benachbarten Basiseeken auf derselben Seite liegen. 

Plllt Sfl ionerhalb des Basispplygonea, so wird keine Seiteukante Pif 
eine Selbstsehattengrenze bilden, falls das Basispolygon keine ein- 
springenden Ecken hat. Die Pyramide ist entweder ganz beleuchtet 
oder ganz im Selbstschatten. 

In Fig. 57 wurde der Schatten des Scheitels auf die Basisebene in 
s^ bestimmt und liegt innerhalb des Basispolygon es. Die Kanten sb und 
sc sind Selbstschattengrenzen, weil für ihre Schatten SqÖ und SqC die be- 
nachbarten Basiseeken auf derselben Seite Hegen. 

Wenn der Schatten des Scheitels auf die Basisebene uneigentlieh I'ig 
ist, so tritt auch ■ ein Schauen ins Innere der Pyramide auf (außer 
wenn keine Seitenkante Selbstsehattengrenze ist). Er wird begrenzt 
von döm Schnitt der durch die Basiskanten gehenden Liehtebeuen 
mit der Pyramide. Die Basisecken, welche in der Selbstsehatten- 
grenze liegen, begrenzen jenen Teil des Basisp olygones, dessen Punkte 
ins Innere der Pyramide einen eigentlichen Schatten werfen. Bei 
Bestimmung dieses Schattens sucht man den Schnitt der durch die 
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Basiaeeken gehenden Licltstralileii mit der Pyramide, sowie jener 
Lichtstrahlen, welche durch Punkte des Basisp olygones gehen und 
Seitenkanten der Pyramide treifen. Nach der fi'iiher angegebenen 
Konstruktion des Schnittes einer Geraden mit einer Pyramide ent- 
halten die bei allen Lichtstrahlen verwendeten Hilfsebenen den durch 
den Scheitel s gehenden Lichtstrahl, welcher die Basis in Sg trifft. 
Die Verbindungslinien Ton s,, mit den Basisecken sind die Baais- 
spuren aller in Betracht kommenden Hilfeebenen. Diese enthalten 
jene Lichtstrahlen, welche die Ecken der Schattengrenze liefern.^) 

Nicht in allen Fällen ist diese Methode anwendbar; es kann 
nämlich vorkommen, daß das Bild eines Liehtsti'ahles und die Basis- 
spur einer Hilfsebene zusammenfallen, d, h. daß die betreffende Hilfs- 
ebene normal zur Bildebene ist. Will man in diesem Falle nicht 
das Prinzip des Verfolgens des Schattens^) anwenden, so kann man 
direkt den Schnitt dieses Lichtstrahles mit der betreffenden Seiten- 
fläche mittels einer Deckgeraden finden. 

In Fig. 58 liegt die Basis der Pyramide in einer yertikalen Ebene j3, 
der Scheitel s in der Z- Achse. Der uneigentliclie Schatten des Scheitels 
auf die Basisebeae wurde in s^ gefunden. Der Schatten von h ins Innere 
der Pyramide wird bestimmt, indem man die Basisspur Sglt der Hilfsebene 
mit dem Basispolygone in Aj zmn Schnitt bringt und die Erzeugende Jij^s 
mit dem durch Jt gehenden Lichtstrahle in h' schneidet. Um die auf der 
Seitenkante sh liegende Ecke der Seliattengrenze zu finden, legt man durch 
sh ujid die Lichtquelle die Hilfsebene und bringt ihre Basisspur s^ft mit 
dem Basispolygone in \ zum Schnitt; der durch bj gehende Lichtstrahl 
schneidet sh in 6^' usw. — Für die Seitenkante sc wird diese Konstruk- 
tion undurchführbar; will man dieselbe Methode beibehalten, so kann man 
von einem Poakte x der Basiskante ffh den Schatteji x' auf die Ebene 
she suchen und af mit öj" verbinden. Oder man sucht vom Lichtstrahle 
durch c, und von der Seitenkante se die asonometriseben Grundrisse; ihr 
Schnitt ist der Grundriß von c^'. 

7 Der Schaum einer Geraden Ä auf eine Pyramide ist der Schnitt 

der durch A gehenden Lichtebene mit der Pyramide. Der Schatten A' 
von A auf die Basisebene ist die Easisspur dieser Lichtebene; bringt 
man A' mit den Basiskanten zum Schnitt und sucht anderseits die 
Schnittpunkte von A mit den Seitenflächen der Pyramide, so erhält 

1) Diese Konstruktion kann aucli in anderer Weise gedeutet werden; Um 
jene Punkte zu finden, in welchen der Schatten die Seitenkanten der Pyramide 
trifft, verwendet man die Methode des Zurückziehens der Lichtstrahlen. Die 
Schatten der Seitenkanten gehen durch s^ ; die Schatten der Basiskauteu sind 
mit diesen identisch; durch den Schnitt der beiden Schatten zieht man die 
Lichtstrahlen, welche die Seitenkanten in den gesuchten Ecken des Schatten- 
polygones treffen. Dies liefert dieselben Konstruktion aliiiien wie obige Methode. 

2) Vergl. Fig. 39, in welt-hei' die Schattenbestimmung ins Innere einer 
Pyramide nur mit Verfolgen des Schattens durchgeführt wurde. 
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man vom Schatten cter Geraden Ä auf jede Seitenfläche der Pyramide 
zwei Punkte. Natürlich können auch alle anderen Konsti-uktionen, 
welche ftir die Bestimmung eines ebenen Pyramidenschnittes an- 
gegeben wurden, verwendet werden. 

In Fig. 57 gibt (i^s^ deu Schatten Äj^ der Geraden Aj^, welche durch Fig. f 
den Scheitel parallel zu Ä gezogen wurde; Ä' ist dazu parallel und geht 
durch Da ?g1 on d e S hn tte I II IQ IV der Geraden A mit den Seiten- 
flachen he l mmt wmden braucht man diese nur mit den bezüglichen 
feohmttp nkten s ^ ^ od. A und den Basiskanten zu yerbiudeu, um das 
Schatte i olygon zu e halten — Die in den Seitenkaaten Hegenden Ecken 
kdanen auch d h Zun kiiehen des Lichtstrahles gefunden werden, wie 
1 e be der Ecke (? angedeutet wurde. (Dies stimmt mit der in 5. an- 
gegebenen Methode fiu 1 e Beatinunung eines ebenen Schnittes überein: 
tr t de dmeh s fehende L chtstvabi, die Basisspuren der Hilfsebenen 

nl le Schatten de Bete kanten.) — Auch könnte man A,^ mit den 
Biai kanten ebne den und d e Schnittpunkte mit s verbinden. Diese Ge- 

aden snl z le ges chten Schatten parallel (vergl. die in Fig. 50 an- 
g gebe e Metl ode) — Du h Verfolgen des Schattens lassen sich auch aus 
le 1 tte 1 kte 1 Schatten auf alle Soiteufl liehen ableiten. 



b) Prismen. 

Wenn eine Gerade längs eines Polygones hingleitet und dieselbe 
Richtung beibehält, so beeelireibt sie eine Pi-ismenf lache. Die ein- 
zelnen Lagen der Geraden heißen ihre Erseugmden, — die Ebenen, 
aus welchen sich die Prismenfläche zusammensetzt, ihre Seitenflächm, 
— deren Schnittlinien ihi-e Sdtenlitmtm. 

Zu den Seitenkanten parallele Ebenen schneiden die Priamen- 
fläche nach Erzeugenden. Parallele Ebenen schneiden die Fläche in 
kongnienten Polygonen. Durch zwei solche parallele Schnitte be- 
grenzt man gewöhnlich die Prismenfläche und nennt diese kongi-uenten 
Schnitte die Sasispoh/gone. Diese begi'enzte Prismenfläche wird im 
fönenden kurz Prisma genannt. 

In asonometri scher Projektion wird das Prisma durch die Bilder 
der Seiten und Basiskanten dargestellt, wobei auf die Sichtbarkeit 
dieser Kanten Itücksicht zu nehmen ist. 

Sclmitt mit einer Ebene. 

Sucht man tlie i^nten eines ebenen Schnittpol ygones ils Schnitt 
dei einzelnen Seitenflachen mit dei Ebene f, so bringt man deren 
Sputen auf den beiden Basisebenen des Piismas zum Schnitt 

Ist nui eine Basisebene gegeben, und sind die Seitenflächen un- Pig 
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begrenzt gedacht, so K-ann man die Spuren auf einei" Koordinaten- 
ebene benützen. 

In Fig. 59 liegt eine Basis der Prismeniläche in der Grundrißebene; 
die Richtung der Erzeugenden ist durch das axonometrische Bild und den 
axonometri sehen Grundriß {CG') gegeben. Zuerst werdea die Spuren der 
Seitenflachen mit der Seitenrißebene bestimmt, indem man die Spurpunkte 
der einzelnen Seitenkauten sucht und darauf Eücksicbt nimmt, daß sich 
die Basiskanten und Seitenrißspuren jeder Seitenfläche in X schneiden. — 
TJm den Schnitt mit der Ebene £ zu konstruieren, bringt man Wir jede 
Seitenfläche die Basisspur mit t'' und die Seitenrißspui- mit i' zum Selinitt 
und verbindet diese Schaittpunkte ; ?is gibt die Seite p\ und JiQpf^ die 
Seite Cjd^ des Sehnittpolygones. 

Sticht man die Eckert des Sehnittpolygones, so wählt man bei 
Bestimmung des Schnittes der einzelnen Seitenkanten mit der Ebene t 
die Hilfsebenen zueinander parallel oder durch eine zu den Erzeugen- 
den parallele Gerade G; insbesondere kann man G mit einer Seiten- 
kante zusammenfallen lassen. 

In Fig. 59 wurdea die Hilfsebenen durch die Seitenkante A gewählt; 
der Schnittpunkt von A mit s sei $\ die Basisspuren der Eilfsebenen gehen 
durch a und durch die Basisecken; ihre Schnit^unkte mit i'' werden mit jj 
verbunden; diese Geraden sehneiden die betreffenden Seitenkantea in den 
Ecken des Sehnittpolygones. — Man kann auch vertikale Hüfsebenen ver- 
wenden; die Basisspuren sind dann identisch mit den asonometiischen 
Grundrissen der Seitenkanten; die Schnittlinien S der Hilfsebenen mit e 
sind aneinander parallel. Für die Kanten G uad D wurde diese Kon- 
struktion durchgeführt (vei'gl. auch in Fig. 61 die Bestimmiing des Scliat- 
ten? einer Geraden auf ein Prisma). 

In den meisten Fällen wird man nicht die Bestimmung der Seiten 
oder Ecken des ebenen Sehnittpolygones ausschließlich verwenden, 
Hondern beide Methoden vereinigen. 

Zwischen den Bildern des Schnitt- und Basisp olygones eines 
Priemaa besteht folgende geometrische Beziehung: Wenn man die 
Bilder von zwei Ecken, welche auf derselben Seitenkante liegen, und 
die Bilder von zwei Seiten, welche in derselben Seitenfläche 1 
entsprechende Elemente bezeichnet; so schneiden sieh je i 
sprechende Seiten in der Basisspur von s, und je zwei ents 
Ecken liegen auf parallelen Geraden. Diese Beziehung zweier ein- 
deutig aufeinander bezogenen geometii sehen Gebilde heißt Äf^nittit. 
Die feste Gerade, in welcher sich entsprechende Gerade der affinen 
Gebilde schneiden, heißt Affinitätsachse — die Geraden, auf welchen 
entsprechende Punkte liegen, heißen Affmitätsstraklen. Die Affinität 
ist ein besonderer Fall der Kollineafcion und geht aus dieser hervor, 
wenn das XoUineationszentrum ins Unendliche rückt. 

Die affine Beziehung zweier geometi'ischer Gebilde E und i'^ ist 
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Tollkomiiieii deftniert, wenn die Affinitätsachse Ä und ein entspre- 
chendes Punktpaw ppi gegeben sind; durch letzteres ist die Rieh- 
tung der Affinitätsetrahlen gegeben. Es läßt sieh au jedem Pvmkte 
und jeder Geraden des einen Systems das affin entapreeheude Element 
des anderen Systems eindeutig bestimmen: Ist ein Punkt a> des 
Systems 2 gegeben, so verbindet man p mit x und den in A lie- 
genden Punkt dieser Geraden mit p^; diese Verbindungslinie schneidet 
den durch x parallel zu pp^ gezogenen Affinitätsstrahl in a\. — 
Auch kann man davon Gebrauch machen, daß in zwei affinen Ge- 
bilden parallelen Geraden wieder parallele Geirade entsprechen. Man 
zieht durch p und p^ zwei Gerade P und Pj, welche sich in A 
schneiden. Die Parallele X zu P durch x bringt man mit der 
Achse A zum Schnitt vind zieht durch diesen Schnittpunkt die zu P^ 
pai-aUele Gei-ade Xf, welche den gesuchten Punkt x^ enthält. — Da- 
mit ist auch . schon erkort, wie zu einer beliebigen Geraden X die 
affine Gerade gefunden wird: Man zieht zu X die Parallele P durch p; 
ihr Schnittpimkt mit A und p^ bestimmen die affine Gerade P^^; A'j 
ist zu P^ parallel und schneidet X in Ä. 

Demnach kann das ebene Schnittpolygon eines Prismas ohne 
räumliche Betrachtung als affine Figur des Basisp olygones gefunden 
werden, Daa Bild der Basisspur der Schnittebene ist die Affinitäta- 
achse; die Affinitäts strahlen sind parallel zu den Bildern der Priameii- 
erzeugenden. Die in der Schnittebene und Basisebene liegenden Punkte 
einer beliebigen zu den Erzeugenden parallelen Gei'adeii liefern ein 
entsprechendes Punktepaar der affinen Gebilde. 

Schnitt mit einer Oemdeii, 

Um den Schnitt einer Geraden A mit einem Prisma zu finden, ü 
legt man durch A eine Hilfsebene und sucht ihren Schnitt mit dem 
Prisma; das Schnittpolygon enthält die gesuchten Durchstoßpunkte 
der Geraden A mit dem Prisma. 

In besonderen l^'ällen können auch hier die gewöhnlich benutzten 
Hilfeebenen normal zu einer Koordinatenebene oder der Bildebene mit 
Voi-teil verwendet werden. Im allgemeinen wird man aber die Hilfs- 
ebene parallel zu den Seitenkanten wählen, weil diese Ebene daa 
Prisma nach Erzengenden schneidet. Man zieht durch einen belie- 
bigen Punkt von A eine Parallele G zu den Erzeugenden des Prismas 
imd sucht die Schnittpunkte von A und G mit einer Baaisebene; ihre 
Verbindungahnie schneidet die Basis in Punkten jener Erzeugenden, 
auf welchen die gesuchten Schnittpunlcte von A liegen. 

In Fig. 61 wui-de durch den Punkt p von Ä eine Parallele G '/,u 
den horizontalen Seitenkaatea des Piisiiias gelegt; von Ä und fr wui'den die 
Scbnitte (( und rf^ mit der vertikalon Baaisebene ß gesucht; (7(Zj gibt die 
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BasisspuT «1* der Hilfaebene; sie schneidet die Basiskaate 2 3 in »(,*, ^^^ 
Eraeugende dnrch diesen Punkt ti-ifft Ä in ■?„ ebenso srhneidet dip Basi'i 
spur ji* die Basiskante 3 4 in sf ; die Eraeug^iade dntcli s* tnfffc 4 m ', 
s uDd Sf, sind zwei Schnittpunkte von Ä mit enveiterten Seitenflächen 
des Prismas. 

Scb atteukonstmhtioueu. 

Um die SeJbsisdiatteAigrense einer Prismenfläche bei ParaUdbeleuch- 
tung zu findea, sucht man den Schatten G" einer zu den Erzeugenden 
parallelen Geraden G auf die Basisebene; (?* kann auch als Projektion 
des Lichtstrahles auf die Baeieebene parallel zu den Erzeugenden auf- 
gefaßt werden. Zieht man zu G' durch die Basisecken Parallele, so 
erhält man die Schatten der aämthehen Seitenkanten auf die Basis- 
ebene. Die Selbstschattengrenze wird Ton jenen Seiteokanten ge- 
bildet, deren, benachbai-te Basisecken auf derselben Seite des Schat- 
tens der Seitenkante liegen (vei^l. Fig. 64 und 66). 
Pi^. ßo Davon kann man mit Vorteil Gebi-anch machen, wenn man die 

Selbst- und Schlagschatten an einer Gehrung sucht. Die zueinander 
iioi'malen Gesimskanten schneiden sich paai-weise in einer Diagonal- 
ebene; die in dieser Ebene liegenden Kanten kann man als Basispoly- 
gon zweier Prismen auffassen, deren Erzeugenden parallel zu den 
Gfesimskanteu sind; für jedes dieser Prismen lassen sich die Selbst- 
schattengrenzen und die Schlagschatten mittels der Lichtebenen durch 
die Gesimskanten bestimmen; die Basisspuren dieser Liehtebenen sind 
die Schatten der Gesimskanten auf die Diagonalebene. Diese beiden 
Sehatteni-icbtungen können auch als Projektionen des Lichtstrahles auf 
die Di^onalebene parallel zu den beiden Gesimskanten aufgefaßt 
werden, (Sind die Noiinalschnitte der Gesimse im Bilde gegeben, so 
kamt man diese als Basis je eines (gei'aden) Prismas auffassen: die 
Basisspuren der Liehtebenen sind dann die asonometrisclien Risse L" 
und L"'.) 

In Pig. 60 sind zuerst in der Nebeufigui' die Projektionen des Lichtsti'ah- 
les liL' parallel zu den Erzeugendenrichtungen X imd Y auf die Diagonal- 
ebene S in L^ und i bestimmt; es sind dies auch die Schatten der X- 
und Y-Eichtung auf die Diagonal ebene. Zieht man nun durch die Ecken 
des Gehvungspolygones die Pai'allelen zu L^ uad sucht- jene Ecken, deren 
Naehbareeken auf derselben Seite dieser Parallelen liegen, so geben die 
durch diese Ecken gehenden Gesimskanten, welche zu X parallel sind, die 
Selbstscbattengrenzen des einen Prismas; auch kann man sofort den Schatten 
dieser Selbstschattengrenzen auf dieses Prisma mittels L^ bestimmen. 
Ebenso verfähi-t man mit der Richtung L^ und erhält die au T parallelen 
Seitenkanten, welche der Selbstschatten grenze angehören. — Sind so die 
Schatten jedes Prismas auf sich selbst bestimmt, so können die Schatten 
der Gehrungsecken leicht gefimdeu und kann die Schattenkonstruktion 
yervoUständigt werden. (In derselben Weise könnte auch die Söhatten- 
Ifonsfcrnktion iii Fig. 40 ausgeführi werden.) 
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Bei Zeutralheleuchämg haben die Lichtebenen der Seitenkauten 
jene Greriide gern eine am, welche durch die Lichtquelle parallel zu den 
E zeugenden gelegi; wird. Der Schnitt Sq dieser Geraden mit der Basis- 
ebene ist allen Schatten der Seitenkanten gemeinsam; verbindet m^m 
S(i mit den Ecken der Basis, so erhält man die zentralen Schatten 
der Seitenkanten; die äußersten dieser Schatten, das sind jene, welche 
die benachbarten Basiseeken nicht trennen, begrenzen den Schatten 
des Prismas und gehen durch jene Basiseeken, welche auf den die 
Selbstschattengrenze bildenden Seitenkanten liegen (vergl. Pig. 62). 

Beim Prisma ti'itt immer ein SelmUen im Innere auf. Er wird 
begrenzt, durch den Schnitt der LichtebeneUj welche eines der Basis- 
polygone bestimmt. Die Basisecken, welche der SdbBtsehattengi-enze 
ajigehören, trennen jene Pimkte der Basis, welche einen eigentlichen 
Schatten ins Imiere des Prismas werfen von jenen, deren Schatten 
ein uneigentlicher ist. 

Bei Bestimmung der Sehattengrenze sucht man die Schnittpuidttu 
der düi-ch die- Basisecken gehenden Lichtstrahlen mit dem Prisma, 
sowie jener Liehtsti'ahlen, welche darcb Punkte des Basisjjolygones 
gehen mid Seiteiikanten des Prismas treffen. 

Damit che dabei verwendeten Hilfsebenen die Prisnieofläche nach 
Er/eugende]! schneiden, müssen sie bei ParaUelbeleuchtung parallel zum 
Lichtsti'ahle und zu den Ei-zeugenden sein, also sind ihre Basisspureii 
parallel zum Schatten G' einer Erzeugenden auf die Basisebene. Bei 
Zenti'albeleufihtung enthalten alle Hilfeebenen die zu den Seitenkanten 
parallele Gerade (?„ durch die Lichtquelle; che Basisspuren gehen 
darch den Sclmittpunlct s,, von Gf, mit der Basisebene. Im ersteren 
Falle geben die Pai-allelen zu G' durch die Basiseeken, im zweiten 
Falle die Verbindungslinien von s„ mit den Basisecken die Basispureii 
sämtlicher Hilfsebenen, welche die Ecken der Schattengi-enze liefern. 

In Pig. 61 wurden durch den Punkt p zu den Eraeugeaden und l''ig. 61 
dem Lichtsfa-aide Parallele gezogen und deren Schnittpunkte mit der vtiii- 
kalen Basisehene bestimmt; (Zjj)" ist der Schatten G" der Geraden Cr auf 
die Basisebene. TJm den Schatten von 3 ins Innere des Prismas zu finden, 
zieht man dm'ch 3 die Basisspur der Hilfsebene parallel zu G" und durch 
ihren Schnitt 3(, mit dem Basispolygone eine Erzeugende; diese trifft den 
durch 3 gehenden Lichtsti-ahl in 3'. IJm den auf der Seiteakante von 5 
liegenden Punkt der Schattengrenze zu finden, legt man durch 5 die Basis- 
spm- der Hilfeehene pai-allel au Cf"; der in ihr liegende Pimkt ö,, wirft 
seinen Schatten auf die Seitenkante des Punktes 5 usw. (vergl, auch 
Pig. 64 und 66), 

In Fig. 62 ist / das Bild der Lichtquelle; die dmch l gehende Paral- l''if,' (J'J 
lele ©(, zu den Prismenkanten treffe die Basisehene in s^; die Seitenkanten 
der Ecken 1 und 3 bilden die Selbstschattengrenze, weil die zu 1 be- 
nachbarten Ecken 2 und 6 auf dei"selben Seite des Schattens 1 Sy liegen 
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und pben^n 2 \m\ 1 a if leiselleii '^eite von j s,, — Un den öLhatten 
2' dei Ecke 3 m^ Iimeie ^u finden laj,t mm duich J die Bisibupm 2 s,, 
der Hiltsebene bimgt ■^le mit dem BauiBpolygone m 2^ zum bchnitt iieht 
duich ij die Eizeu^ende und duith 2 den Lichtstialil Um dLa Vit dei 
Seitenkaiite von fi liegeniäeii Punkt dei & chatten gieaie au finden kgt 
man duich b die Basi^apui b g einer Hilt'iebene, welch ilaa Üasiapolj gon 
m 6j^ &t,hneidet, dei dmch 6^ gellende Lichtstiahl lielert den gesuchten 
Schattenpankt usw (Die duich 3 4 gehende Seitenfläclie des Prismas i?t 
weggela sen ) 

Der ScJiaUen einer Gemdeu A auf ein Frlsma wird gefiiiideuj 
indem mao die Schatten auf die einzelnen Beitenkaiiten diirch Zuriick- 
aielien des Lichtstrahles bestimmt, oder irgend eine Konstruktion be- 
nutzt, durch welche der Schnitt der durch Ä gehenden Lichtebene 
mit der Prismenfläche gefunden werden Itann. 

i'jg, 61 In Fig. 61 liegt die Basisebene in einer vertikalen Ebene; eine Seiten- 

Hache fUllt mit der Grundrißebene zusammen, also sind die Seitenkanten 
horizontal. "Von der Geraden AA' wurden die Schatten jI' auf die Grund- 
rißebene und A" auf die Basisebene bestimmt, indem man für jede Ebene 
den Sehaittpimkt mit A und den Schatten des Punktes p der Geraden A 
sucht. Durch die Spuren A' und A" ist die Lichtebene der Geraden A 
gegeben. Um den Schnitt dieser Ebene mit dem Prisma au finden, sucht 
man entweder die Schnittlinien mit den einzelnen Seitenflächen oder die 
Schnittpunkte mit den einzelnen Seitenkaaten. Es seien einige Konstruk- 
tionsmethoden erörtert, von denen man diejenige wählen wird, welche die 
gflnstigsten Schnitte liefert: 

1. Man bringt die horizontalen Spuren jeder Seitenfläche mit A' und 
die zugehörigen Basiskanten mit A" zum Schnitt; die beiden Schnittpunkte 
geben eine Seite des Schatten polygones; dies wurde für I II und II 111 
durchgeführt. 

2. Die Seiten des Schattenpolygon oa gehen dm-ch die Schnittpunkte 
von A mit den Seitenflächen des Prismas; II III geht durch s,,, III IV 
durch s. 

3. Man sucht die Ecken des Schattenpolygones durch Zui'iSckziohen 
des Lichtstrahles; der Schatten der Seitenkante von 2 auf die Grundriß- 
ebene ist 2'2(n der Schatten von A ist A'; der durch den Schnittpunkt II' 
gebende Liehtsti-ahl enthält die Ecke II des Schattenpolygones; man kann 
auch statt der Grundrißebene die Basisebene benütaen, die Schatten auf 
diese Ebene bestimmen und durch ihren Schnitt 11" den Lichtstrahl ziehen. 

4. Da sich die Ecke I des Schattenpolygones als Schnitt mit A' er- 
gibt, kann man daraus die anderen Ecken ableiten, indem man durch die 
Seitenkante II und die andei'en Seitenkanten Hilfsebenen legt und mit 
der Lichtebene zum Schnitt bringt; die Basisspur 1 4 einer Hilfsebene 
schneidet die Basisspur A" der Lichtebene in b^\ IV liegt auf lii^ usw. 

5. Auch kann man durch die Seiten kanten vertikale Hiifsebenen 
legen; um die llichtung der Schnittlinien dieser Hilfsebenen mit der Licht- 
ebene zu finden, benützt man die Spuren auf der Basisebene und Grund- 
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rißebene; die Basisspur der dnreh die Ecke 2 geheaden Hilfsebeiie schneidet 
A" (die Basiespiu- der Liclitebene) in 3", und ihre horizontale Spur (durch 2') 
sehneidet A' in Ij; !>2" gibt die Sohnittlinie S^, auf welcher XI liegt; ent- 
sprechend braucht man nur durch 3 die vertikale Gerade bis zum Schnitt 3" 
mit A" zu zielten und durch 3" zu S» die Parallele S, zu legen, um Ili 



In Fig. 62 wni'de der centrale Schatten der Seiten eines Parallele- i'ij;- üii 
grammes auf ein Prisma bestimmt, und zwar liegt das Parallelogramm in 
der Basisehene; in diesem Falle ist es das einfachste, so wie bei der Be- 
stimmung des Schattens ins Innere des Piismas vorzugehen. Um von ein- 
zelnen durch den Umfang des Parallelogrammes gehenden Lichtstrahlen 
den Schnitt mit dem Prisma zu erhalten, benutzt man Hilfsebenen, welche 
zu den Seitenkanteu parallel sind, also die durch die Lichtquelle l gehende 
Parallele Cr^ enthalten; die Basisspuren der Hilfsebenen gehen durch den 
Basisspiirpunkt Sg von (?(,; wenn man jene Hüfsebenen auswählt, deren 
Basisspuren durch die Ecken des Parallelogrammes und die Basisecken des 
Prismas gehen, so erhält man alle Ecken der S chatten gren Ke ; z. B. die 
Basisspur Sq2 achneidet das Parallelogi'amm in b; der durch b gehende 
Lichtstrahl tiiftt die Seitenkante von 2 in h' usw. 

In Fig. 63 ist dieselbe Aufgabe dui'ehgefuhrt, wenn statt des Prisinas i'i;;. 6S 
eine Pyramide gegeben ist, deren Scheitel außerhalb der- ZeichenÜächo liegt. 
Die Pyramide ist hier wie ein Prisma bestimmt durch die (ähnlichen) 
Bilder aweiei- paralleler Basispolygone, von deren Ebenen man die Ent- 
fernung kennt; der Einfachheit halber ist in dieser Figur die Seitenkant« II 
normal zu den Baaiaebenen gedacht, so daß 1 auch das Bild s' der ortho- 
gonalen Projektion des Scheitels s auf die Basisebene ist. 

Von der Lichtquelle und ihrer orthogonalen Projektion auf eine Basis- 
ebene sind die axonometrischeu Bilder l und /' gegeben. Um den Burch- 
stoßpunkt Sß des durch den Scheitel gehenden Lichtstrahles G^ mit einer 
Basisebenö zu finden, sucht man den Schatten von zwei Seitenkanten auf 
diese Basisebene: der Schatten der- zur Basisebene noi-malen Kante II ist 
11'; der Schatten einer beliebigen Seitenkante 3in ist 3111", wenn HI" 
der Schatten von III auf die Basisebene ist (man trägt HI HI' gleich II 
auf und bringt ÜIII mit i'III' zum Scbnitt). Der Schnitt der beiden Schatten 
11' und 3111" ist s^. Nun werden die Basisspuren der Hilfsebenen für die 
Schattenbestimmung ins Innere dm-ch s^ gelegt und die dazu parallelen 
Spuren auf der zweiten Baaisebene benützt, z. B. die Hilfsebeae dureh 4 
hat als Basisspuren die Gerade äqI und die dazu Pai-allele IVIV^; diese 
Basisspui-en schneiden die Basispolygone in je einem Punkte einer Erzeu- 
genden 4iIVj, welche vom Lichtstrable ?4 in der gesuchten Ecke 4" des 
Schattenpolygones geschnitten wird. — Analog geht man bei der Bestim- 
mung des Schattens des Parallelogi-ammes ahtil auf die Pyramide vor. Die 
Basisspur äqS der Hilfsebene durch 3 schneidet cd in 'Sgl der durob S^ 
gehende Lichtstrahl enthält den Schatten 'ä^ der Geraden cd auf die Seiten- 
kante 3 III usw. 
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56 V. o) Durch drin giiug von PyrRmiden und PriBnien, 

c) Diirclidringiuig von Pyramiden und Prismen. 

Die Begtenzniig des Schattens ins Lmere einer Pyiamitle o<ier 
eines Prisoms ist ein TeiP) der Durehdringnng der durch das Basis- 
polygon gellenden Lichtstrahlenfläclie mit der gegebenen Fläche; in 
diesem besonderen Falle haben die beiden Sia-ablenfläehen, welche sich- 
durchdringen, ein gemeinsames Basispolygon. 

Auch beim Schatten eines Polygones auf ein Prisma oder auf 
eine Pyramide gehören die Schattengi'cnzen der Durchdringung der 
gegebenen Fläche mit der durch das Polygon gehenden Lichtstrahleu- 
iläche an. 

Es aollen nun die allgemeinen Grundsatze besprochen werden, 
welche bei der Bestimmung der Durchdringung zweier beliebiger 
Prismen oder Pyramidenfl'ächen gelten. 

Um die Ecken des Durchdringungspolygones, d. i. des Linien- 
Kuges, welcher alle den beiden Strahlenflächen gemeinsamen Punkte 
enthält, bu finden, müssen die Seitenkanteii der einen Fläche mit den 
Seitentiächea der anderen zum Schnitt gebracht werden. Man ver- 
wendet dazu Hilfsebenen, welche nach Erzeugenden schneiden: bei 
zwei Pyramiden enthalten daher diese Hilfaebenen die Verbindungs 
linie G der Seheitel (Fig. ö5); ihre Sparen auf einer Basisebene gehen 
dm-ch den Basisdurchstoßpunkt vou ö. — Bei einer Pyramide und 
einem Prisma enthalten die Hilfsebenen jene Gerade ö, welche durch 
den Scheitel der Pyramide parallel zu den Prismenerzeugenden geht 
(Fig. 64); ihre Bagiisspuren enthalten den Schnittpunkt von G mit 
der betreffenden Basisebene. — Bei zwei Prismen sind die Hilfsebenen 
parallel zn den beiden Erzeugenden (Fig. Ö6); die Richtimgen ihrer 
parallelen Spuren auf einer der Basisebeneu werden erhalten, wenn 
man durch einen beliebigen Punkt Parallele zu den Eraengenden legt 
und mit dieser Basisebene zum Schnitt bringt. 

Sind die Schnittpunkte aller Kanten gefunden, so ist hei ihrer 
Verbindung dai-auf zu achten, daß nur dann swei Sdmittpunkte eine 
Seite des Durchdringirngspolygones liejmi, ivvmi sie auf je einer Seiteiir 
fläcfie der beiden Sla-cüüenfläclien, liegen. *) Sidt^ar ist eine Pdlygonseiie nur 
dann, wenn die ieiden Seitenflächeii, in dmen sie lie(ß, sichibar sind. 

Wenn beide Flächen eine gemeinsame Basisebene besitzen, so 
ergibt sich eine einfache Kontrolle daraus, daß die Polygonseiten der 
Durchdringui^ durch die Schnitte der Basisapuren der betreffenden 
Seitenflächen gehen {Fig. 64), 

1) Bei der vollsländigcn Durohdringixiig müßten aui;li die uiieigentliolion. 
Schatteu berücksichtigt werden. 

2) Vielfach wird auch zur nchügen Verbindung der gefundenen Schnitt- 
punkte ein Schema aufgestellt; doch reicht in allen Fällen die Befolgong obiger 
Regel au 9, 
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V, c) Diirohdriiiguns von Pyramiden und Prismen. 57 

Die Natur des Diirchdringangspolygoiiee kann aus der Beziehnnif 
der Büschel von Hilfaebeneu beurteilt werden, welche durch die Seiteu- 
kitnten der beiden Flächen gehen. Man betrachtet für jede Fläche 
die zwei äußersten Hilfsebenen; trennen sich diese Ebenenpaare, so 
besteht d^ Dnrchdringnngspolygon aus diteni. Linienauge; schließen 
sich diese Ebenenpaare ein, so bildet die Durchdrmgimg zwei ge- 
trennte Polygonzüge, — Treten bei den Basispolygonen einspringende 
Ecken auf, so gilt dieser Schluß im aUgemeinen nicht nielrr, weil 
dann bei einer Fläche mehr als zwei äußerste^) Hilfsebenen auftreten 
können; in diesem Falle kann die Dui-clidringuug auch aus mehreren 
geschlossenen Linienzügen bestehen. 

Sollen an den beiden sich durchdringenden Flachen auch die 
Sehattenkonsti'uktionen ausgefühi-t werden, so empfiehlt es sich — 
wenn nicht beide Flächen Prismen sind — zuerst die Schatten der 
allen Hilfsebenen gemeinsamen Geraden (x auf che Basiaehenen zn be- 
stimmen {Fig. 64 imd 65). Aus ilmon ergeben sich leicht die Schatten 
von (Jr auf die beiden Flächen; diese wenlen mit Vorteil bei der 
Konstruktion der gegenseitigen Schatten verwendet, auch wcmi sie 
außerhalb der Seitenflächen liegen. 

Bei zwei Prismen empfiehlt es sich ein Schema zu entwerien, 
indem man durch einen beliebigen Punkt Parallele zu den Prismen- 
kanten zieht und deren Schatten auf beide Basisebonen sucht (Fig. 66). 

Wie diese Bestimmung der Durchdi-ingung von Pyramiden und 
Prismen und ihrer Schatten bei Parallelbeleuchtung wirkhch durch- 
geführt wird, möge an einigen Beispielen gezeigt werden. 

In Fig. 64 sind eine Pyramide und ein Prisma axononietrisch dai-- Pis- 6^ 
gestellt; beide VlSlcben haben die Grimdi-ißebene a]s gemeinsame Basis- 
ebene; der Seheitel s der Pyramide und die Erzeugenden des Pi-ismas sind 
durch Bild und axonometi'J sehen Grundriß gegeben. Man zieht durch s 
zu den Erzeugenden des Prismas eine Parallele G und sucht ihi-en Durch- 
stoßpunkt ( mit der gemeinsamen Basisebene. Die Basisspuren der Hilfe- 
ehenen gehen durch t und die Ecken beider Basispolygone: die Spur Ici 
schneidet die Pi-ismenbasis - in 1 und 3; die Erzeugenden durch 1 und 3 
schneiden die Seitenkante sa in den Eckpunkten I und III usw. — I und 
II liegen in Kwei sichtbaren Seitenüäehen ; ihre Verbindungslinie ist daher 
sichtbar und geht durch den Schnitt der Basiskanten ab und n^Cj; ebenso 
geht II in durch den Schnitt von ab und «i&i, IV V durah den Schnitt 
von bc imd %&i, WI dmch den Schnitt von bc und a^e^; außerdem 
schneiden sich I II und V VI auf sb und ebenso II III und IV V. Beim 
Prisma wurde der Teil der Seitenfläche o^Cj oberhalb der Pyramide wegge- 
lassen, wodurch die Seite VI VII des Durchdringuagspolygones sichtbar wird. 

Zur Bestimmung der Schatten sucht man zuerst den Schatten G' von 

1) Die Hilfsebene einer Seitenkante wird (wie beim Selb sts chatten) eine 
äußerste genannt, wenn die Nachbaiecken auf derselben Seite der Hüfsehene liegen. 
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58 V, c) Dui'chdnngnng von Pyramidon und Prismßn. 

G auf die Basisebeiie; zu ihm ijarallel sind die Schatten der Prisnienkaiiten ; 
der rmßerste sichtbare Schatten geht durch a^. — Auf G-' liegt der Schatten s, 
des Scheitels s; Sjb ist die sichtbare Grenze des Schattens der Pyramide 
auf die Basisebene. — G' schneidet die Prismenbasis in ff^; durch t/^ geht, 
parallel au den Eraeugenden, der Schatten von G_ auf das Prisma; er ent- 
hÄlt den Schatten Sq des Scheitels s auf das Prisma; Sg mit IV und p 
verbunden gibt die Grenzen des Schattens der Pyramide auf das Prisma. — 
G' schneidet die Basiskante bo in g\ sy ist die Richtung der Schatten 
von PrisBienkanten auf die Seitenfläche shc; sololie Schatten gehen durch 
V nnd VI; (aur Kontrolle kann benutzt werden, daß sich die Schatten 
von «jOp auf die Baßisebene und auf die beleuchtete Seitenfläche der Pyra- 
mide in li auf &c schneiden). Auf V?< liegt der Schatten von a^\ der 
Schatten der Kante a^\ geht durch ihren Schnitt mit IV V; ebenso gebea 
%^iti %'^o' wnd V VI durch einen Punkt. — Um den Schatten von dyCg 
■A\x bestimmen, kann man den Schatten von t7g suchen, indem man durch 
den Schnittpunkt der Kante dj d„ mit VI VII eine Parallele au sy und 
durch £?fl den Lichtetrahl zieht; einfacher ist es, wenn man die Lichtebene 
von Ojaij mit daC^ in x zum Schnitt bringt (a^x ist parallel zu tf'); 
der Schatten af von x liegt in V/(; durch ilm geht der Schatten von i\eg. 
Die Schatt«ngrenzen in der Basisebene schneiden sich in g'; der dui-ch 
(j' gehende Lichtstrabl enthält den Punkt 3, in welchem der Schatten von 
sh die Seitenkante Oj^Oq trifft. 

Fig. 65 In Pig. 65 sind zwei Pyramiden asonoinetrisoh dargestellt, deren 

Basisebenen die Grundriß- imd Seitenriß ebene sind. Die Verbindungs- 
linie G der Scheitel I,), Hg schneide die Basisebenen in t^ und f^. Die 
Basisspuren der Hilfsebenen geben durch l^ und /j und sehneiden sich in Y, 
der Schnittlinie der beiden Basisebenen; z. B, die Hilfsebene durch (»j hat 
die Spuren i,b^ und 2fj^; letztere achneidet die Basis der Pyramide Ig in 1 
imd 4 ; die Erzeugenden durch 1 und 4 schneiden IIq h^ in den Eck- 
punkten I und IV usw.; III und IV V schneiden sich auf 1^,0^ in r. 

Zur Bestimmung des Schattens wurde der Schatten Ig' von I^ aaf die 
Seitenrißebene willkürlich angenommen. Dann sind die Schatten von G 
auf die Basisebenen (^G^' und G^') und die Schatten auf die Pyramiden 
{Wj" und Gj^*) gegeben und ebenso die Schatten der beiden Seheitel auf die 
Basisebenen und Pyramiden bestimmt. Der Schatten I^' von Ip auf die 
Grundrißebene gibt mit Iij und e?j verbunden die Grenzen des Schattens 
der Pyramide I,, auf die Grundi-ißebene ; der Pyramidenscbatten geht in 
der Y-Achse auf die Seitemißebene über, so daß z. B. der Schatten von 
ly&j^ den Linienzug li^älg' bildet. 

Die Pyramide I^ wirft auch einen Schatten auf die andere Pyramide ; 
seine Grenzen werden erhalten, wenn man den Schatten Ig' von I^ auf 
die Seitenfläche no«a''a "^'^ ^^^ ™ dieser Seitenfläche liegenden Punkte 
/■, ni der Selbstschattengrenzen W, J^d^ verbindet. Analog wird der 
Schatten der Pyramide IIq ermittelt. — Wenn der Schatten eines Schei- 
tels auf eine Basisebene außerhalb der Zeichenflache fällt, kann der 
Schatten der Pyramide auf die Basisebeneu aus den Schatten der Pyra- 
miden aufeinander durch Zurückziehen des Lichtstrahles abgeleitet werfen; 
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T. c). Durchdringung von Pyramiden Tind Prismen. 59 

z. B. der Schatten jk von Iq^j auf IIoöj und der Schnitt a^ der Schatten - 
gi'enKen in der Seitearißebene liegen auf einem Lichtstrahle. 

In Fig. 66 sind zwei Prismen a und ß axonometrisch dargestellt; die ^\ 
" d pai-allel aur Aufriß- respektive Grundrißebene; die Bieh- 
tungen der Erzeugenden Ä und B sind dm-ch Bild und Grundriß gegeben. 
Die Hilfaebenen fiii' die Bestimmung des Dui'chdringungspolygones sind parallel 
KU beiden Eraengenden; um die Sichtungen der Spuren zu erhalten, nimmt 
man einen Punkt p in der Auftißehene an, legt durch ihn Parallele au 
den Eraeugenden Ä und B der Prismen und sucht ihre horizontalen Dureh- 
atoßpunkte h^ und }i^\ hji.^ gibt die Horizontalspur s'' der Hilfsehene £; 
ihr Schnittpunkt mit .X gibt mit p verbunden die Aufrißspur s". Um die 
Schnittpunkte einer Kante a^a^ mit dem Prisma |5 au finden, zieht man 
durch a^ eine Parallele zu t", durch den Schnittpunkt mit X eine 
Parallele au t*; diese triift die Basis von ^ in jenen Punkten, deren Er- 
aeugenden die gesuchten Ecken des Durchdringungspolygones enthalten. 

Um den Schatten des Prismas « zu finden, sucht man zuerst die 
Schatten seiner Eraeugenden A auf die beiden Basisebenen; der Schatten p" 
von p auf die Grundrißebene gibt mit h^ verbunden den Schatten A^ auf die 
Grundrißebene; sein Schnittpunkt mit X ujid p bestimmen den Schatten A^ 
auf die Aufrißebene. Zieht man durch die Basispunkte des Prismas a die 
Parallelen zu A^, so erhält man die Schatten seiner Seitenkanten auf die 
Aufrißebene. Die Kante ajflj* ist Selbatschattengi-enze, weil die Nachbar- 
öcten von %" auf derselben Seite des Schattens A^ von a^a^ liegen; der 
Schatten auf die Grundrißebene ist parallel an A^-^ er schneidet die Basis 
von ß in 1; die Gerade II gibt den Schatten von la^ auf daß Prisma ß\ 
er enthält den Schatten von o^; in derselben Weise kann man den Schatten 
von flj auf das Prisma ß finden, oder mau benutzt den Schnittpunkt der 
Kante a^a^ mit ß. Die Kante (i^u^ ist in der Grundrißebene angenommen; 
daher tritt noch ein Schatten der Kante a^a^ in der Grundrißebene auf. 

Bei der Konstruktion des Schattens ins Innere des Prismas n sind 
die Basisspurea der Hilfsebenen parallel zum Schatten Ä^ der Eraeugendeu 
auf die Basisebene, 

Um den Schatten des Prismas ß au finden, sacht man zuerst die 
Schatten seiner Erzeugenden B auf die beiden Basisebenen; der Schatten p" 
mit ftj verbunden gibt den Schatten B, auf die Grundrißebene; sein Schnitt- 
punkt mit X. und p bestimmen den Schatten B^ auf die Aufrißebene, Die 
Kante h^\ ist Selbstschattengrenae und wirft die Schatten B^ und B^ auf 
die Basisebenen; B^ achneidet die Basis von « in 2; die Gerade 23 gibt 
den Schatten auf das Prisma «, welcher den Schatten von h^ enthält; f und 
r" müssea auf einem Lichtstrahle liegen; dies kann zur Kontrolle benutzt 
werden. Die weitere Konatruktion ist analog der früheren. — Hier wurde 
noch der Schnitt des Prismas ß mit der Aufi-ißebene bestimmt;, die Schnitt- 
linie dei- Basisebene \J>^\ mit der Aufrißebene ist S(I!X) und kann leicht 
ans dem Schatten ermittelt werden: die Parallele zu B)_ durch \ trifft 
B^ in einem Punkte v^ von S; oder der Schatten 6," von \ auf die Auf- 
rißebene liegt in Bj, seine Projektion auf S liegt in der Parallelen zu L' 
durch &j. — Bei der Bestimmung des Schattens ins Innere des Prismas ß 
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VI, Normale Lage von Geraden und Ebenen. 

clev Hilfselienen pai'allel nii 5^, Zur Koni,L*olle 
kann benüt/t werden, daß sich h;"\" imd rfjö,*, das sind die Schatten 
der Kante 650,5 auf das Prisma ß und auf die Aufrißebene, in der Äufrißsjmr T 
der Seitenflaete Q>^h^) schneiden imd ebenso h^bt," und äbi,^. 



YI. Normale Lage von (reraden und Ebenen. 

Alle Aiifgilieii dhi-i noiiiiale Lap^tii \(Hi GciirJcu md Llttiien 
laaseu sich m lionometii'-thtr Pi }ip1 tu ii dnelt, »Ine Urakgiiii^ m 
die Bildebene losen 

Noiinale Ceiadc in eiiiti JioonliiuU'ii(.beiit. 

Diu Axtmometii scheu Bildei G und N zweier zueinander uoinidleu 
Geitiden bezeichnet man ils ttiiinu7n trtsrh nojmal Fui die Bestim 
muHg zweier axoiiometiisch noimalen Geladen 111 emei Kooidmaten 
ehene, z B der Grundiißfbene, gibt es verachiedent, Methodea^] 

11 In deiuLehrbuihü der Asjnom tiic von t Ih mid Y H Mey 1 (I8d2) 
ua I auch vtasohiideni du-ekt BtfBtunmnngcn von axonometiisi-h normalpn Hut 
timgen Cr und N m einer Koordmatecchtne angtg ben w^che ibei die Kenntm>i 
Jei Bddei Öä und oh von ^wei gleich langen /ueinanJei noimalau Stre:,ken 
\o!a,uBiet?en Diesen Eonstiulctionen ist dei Gedanke geiiiemsiam daß lie Bildei 
/weiei kongiuenten Dieieoke gesucht weiden deien Seiten zueinander normal sind 

7 1 In Fig b^ ist 6 durch gewlhlt zieht man durch a die Parallele zu 

h 1 iB /um Schnitte c mit G so entsteht da^ Bild lai emes rechtwinkligen 
Dreieckes man sucht nnn das Bdd eines kongiuenten um 90° gediehten Drei 
tikoi vi/ ist aionoüietnsth gleich und normal iu oa bb, wud asonometiisi.li 
jfleich und noimal ^n ai konatimert mlem man paiallel /u Ott dio Strecke bbj 
luiträgt so daß bb^ ü? = oä ob ist dies j^esikieht i h durch folgende Kon 
^fruktion f.(l\\a1/ und bb ^=ad — Das Bdd ob der Hypotenuse de? neuen 
Dreieckes ist axonometiisoh normal und gleich mit 01 

S 2) Derselbe Gedanke -iwei um 10" gediehte rechtwinklige Dreiecke deren 

Hypotenibcn i?^ und W, smd aiOnDmetnach /u zeichnen kann auch so vei 
wendet werden daß man den bcheitel des rechten Winkels ak Diehungsmittel 
punkt maieht man geht wiedei (Fig Gl) von dem Dreiecke oac aus tragt auf 
(c von a aus die strecke rtöj axonometn^ch gleich oa lut und auf 01 von a 
aus die Strecke ad aionometrisch gleich üc indem man rd paiaUel ^u ab zieht 
Dann smd a^d^ N raiA oi^G axonomefcnsch normal (Diese Konstruktion 11t 
identisch damit daß man m dem Dieiecke jtt^i die diei Höhenbddei sucht 
denn oaa^b ist daa Bdd emes Quadrites dabei sind anct die Diagonalen Bildei 
von normalen Geraden es ist also cd axonometrisrh noimal au oa, od asono 
metnach normal au e ( also cl das Bild des Höhenschnittpunktea und da^ daa 
diitte HShenbdd also asonometiisch ncimil au ) 

Diese Konstruktion TViid besondeis einlach wenn oti und ob gleich smd 
wie dies Mollmgn fDaastellende Geometne lon Adhemai lR4u pag 51s) bei dei 
jsometiischen Projektion zeigt 
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Normale Gerade in einer Koordinatenebene. 6 

a) Sind G^ und N^ zwei uorniale Gerade der Grrundriß ebene u 
legt man durch (?,. eine vertikale Ebene k^, bo ist die Ebene «,, zn 
normal; daher muß das Bild N (als orthogonale Projektion) auf ( 
Bildspur von tx^. normal stehen. 

Soll also auf eine Gerade G der Gi-undrißebene, z. B. durch den Vig. 73 
Koordinatenanfangspunkt, die asonometrisch Nonnale N gefällt werden, 
so sucht man für irgend eine Bildebene die Bildspur k'' der durch G 
gehenden vertikalen Ebene u und zieht von o die Nonnale N zn «'' 
(Pig. 73). 



Eine analoge Konstruktion eigiht 'ach, wenn man 6- nifht durth o sunilem Vi^. b9 
dmoK a legt, (!- bildet mit den beiden jegebencn axonometuhth nonualon lie 
laden eiu Dieieck wekhes um 90" gedieht wiid In Fig bi ist dieses Dreieck 
oac, obj ^=ob lat asonometnsch gleicb oii, od axonomotnsch gleicb. öi, da cd 
parallel zn a^\ lat, dabei iist ob^d das gediebte Dreieck und '7&i die gesuchte 
axoiiometiiach noimale Riokttmg zu fr 

ä Statt die Katbeten des lecbtwmkligen Dieieckes (mit dei Hypotenuse G) Pig 1,9 
parallel au na und oh za v, ihien, kann man sie aucb paaallel 7U den Diagonalen 
des duith oä und ob gebildeten Qnadiatbildea wShlen In Pig d') ist öS=^ouj^ 
und o i) = ö, ani^etragen, dinn smd h, a und b, «, zu diesen Diagonalen parallel 
also asonometnacb normal 6- bildet mit ilmen daa lecbtwinklige Dieieck ah^e 
welLbe« man um ij dieht ^a^ ist aiouometiiscli glPich. und normal iu b^<i, 
ebenso b^f iu byi,, wenn man ef parallel zu ob zieht, dabei ist das gediebte 
Dreieck n, 6;/ und a, / ist die axonometnack normale Richtung an G (Auch 
luei kann diese Konstiuktion so aufgefaßt weiden, daß / das Bild des Höken- 
aehnittjiunktea in dem dmck aa^e daigestellten Dieieoke ist; 

4 Statt eines rechtwinkbgen Dieieokea kann man anck ein Dreie:,k wählen, Vi" 7ft 
dessen Seiten auBei fr Paiallele au emei Seite und einei Diagonale des erwähn 
ten Quadiatea sind und dieses Dieieck nm yO° diehen In Jig 70 wuide das 
Dreieck oue um, t> gedreht, oh ist axonometiiscb normal nnd gleich zu öü, 
ebenso bd iv. äc, indem man ce^ parallel zu ao zieht und bd^^<\e, auftrat, 
dokei ist od die aionometiiBüh Normale zn G 

Man kann anck die Drehnng des Dieieckes oae in andeiei Weise ausfuhren iig 71 
In Pig 71 ist iiä{ asonometnsch normal und gleich zu Ö7i, ebenso a^d zu ä~(, 
wenn man t'I paiallel £0. ob ziekt, daher ist das gediehte Dreieck aa^ä, und ad 
ist die axonometiiacb Normale ^n G (Diese Konstruktion kann aucb so anl 
gef ißt weiden, daf d das Bild des Höhen achnittes m dem durch ocri daigeatell 
ten Dieiecke lat ) 

tis sei nooh eine direkte Kinstmkfciun von asonometristb Normalen em.ibut, li,_v 72 
welche nui daa Achaenkieuz voraussetzt, wie dies aucb bei den oben aus 
geführten Konstruktionen von Pe?s dei Fall ist Sie beruht darauf daß d-i 
Wmkel im Halbkreiae em Eechtei ist und witd von We%ln (Neue Behandl«n„ 
der PaiftUel Projektion, 1889, pag 7) angegeben In Fig 72 amd i YZ die liAaeii 
bilder und ff dw Bild emei duieh gehenden Geiaden der Ginndnßebeni., 
Zieht man duich einen Punkt ji von (r au A eine Paiallele 'pfi^ und eine N01 
maJo iiJJj, ao ist auch ip^pp^ daa Bild einea Eechten, und die Originale von 
'>V\PiP liegen auf emem Kieise, eig^nzt man pp,p.. ?u einem Retbtecte, sii ist 
pq das Bild einea Duii'bmesseia dieses Kicists und dalifi qo ixouumctiisili 
noiiual /.a o;) 
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62 VI. Novmale Lago von Geraden und Ebenen. 

Bei der Durchfühnuig kann auch statt k eine dazu parallele 
Ebeno ß durch fleu Koordinaten an fangsp unkt benützt werden; das ist 
gleichbedeutend damit, daß man die gegebene Gerade G^ durch eine 
Parallele L^ ersetzt, welche durch ö^ geht. Es ergibt sich dann fol- 
gende Konstruktion (Fig. 73): Für die durch einen Punkt p von L 
gehende Bildebene zeichnet man die Spuren px normal zu Z und xs 
normal zu Y und verbindet p mit s; N ist normal zu p^. 

Da es nun häufig vorkommt, daß ^ außerhalb der Zeichenfläche 
liegt und daher ps, d. i. die Bildapur (5*, nicht direkt bestimmt werden 
kann, so sei auf folgende Hilfskonstruktion aufmerksam gemacht: 
ißt der Höhenschnittpunkt in dem Dreiecke yox; wenn man X und 
Y durch eine zu xy normale Gerade durch p schneidet, so liegt der 
Höhenschnittpunkt h des Dreieckes ö12 auch auf ß\ weil die Höhen- 
schnittpimkte zweier Dreiecke, welche zwei Seiten identisch haben und 
dej'en dritte Seiten sich in p normal schneiden, mit p auf einer Ge- 
raden liegen.*) Man hat also durch p zu Z eine Paiullele pl zu 
ziehen, dann Ih normal zu X und oh normal zu Z.^) N ist auf ph 
normal. 

ti ])) Jede zti Gj. normale Ebene schneidet die Grundrißebene in 

einer zu G,. normalen Geraden. Da eine solche Ebene cc vertikal sein 
muß, kann man sie durch die .^-Ächse wählen; sie läßt sieh leicht 
bestimmen, da ihre BUdspur c^' normal zum azonometrischen Bilde G 
(als orthogonaler Projektion) sein muß. SoU also auf eine Gerade (/ 
der Grundrißebene durch o die axonometriseh Normale gefällt 
werden, so zieht man (Fig. 75) für irgend eine Bildebene durch s 
die Normale t/' zu G und betitichtet sie als Bildspur einer vertikalen 
Ebene «. Die Grundrißspur ol ist die gesuchte axonometriseh Nor- 
male zu G. 

Wenn man statt G eine Parallele L durch o wählt, so sieht man 
die Übereinstimmung dieser Lösung mit der früher besproclienen 
JV ist eine Höhe in dem Dreiecke poe. 

4 1) Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus Pig. 74: 7^^ ist der Höheii- 

achnittpunkt in a\c,, h^ in «&,c,; da öjC, und \c^ normal, daher pa,i-ailel ku 
den entsprechenden Höhen sind, folgt ^jjtjjS = (^^;^li) = Ih, : fti«; also 
müssen die Verhindimgslinien Cjl, p\, 2a durch einen Punkt gehen, d. h. Ji^jk^ 
luid p liegen auf einer Geraden, 

(Aus den projektiven Kegelsehnittaeigenschaften folgt; Wenn Kwei Seiten 
eines Dreieckes fest bleiben und die dritte X sich um p dreht, so besclireibt der 
Höhenaohnittpunkt eine Hyperbel, welche durch die feste Dreiectsecke a geht; 
die KU zwei normalen Lagen von X gehörigen Höhenschnitte bilden auf der 
Hyperbel eine Involution, weil sie aas a durch einen Rechten projiziert werden; 
folglich gellen ihre Terbindungsünien durch einen festen Punkt. Die besonderen 
Fälle, wo eines der Dreiecke rechtwinklig ist, zeigen, daß dieser feste Punkt p ist.) 

2) Daraus wird spüter pag. 88 eine wichtige Folgerung gezogen. 
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e) Die wichtigste, im folgenden feat auaschließlicli benutzte Kon- 
struktion beruht dai^auf, daß in einem Dreiecke durch das Bild zweier 
Höben, das Bild des Höhenschnittpuiiktes und daher 'aucb der dritten 
Höhe bestimmt ist. Wenn mam von stvei reclden Winkeki einer Ehme 
die axonomekischeii Bilder Jimttt tmd je einen Schenkel dieser rechten 
Wmkel und eine heUehige Gerade G^ m Seiten eines DreiecJces wählt, 
so sind die axonomeirischen Mlder von swei Eijlien dieses Dreieckes 
häeannt imd es ergibt stell darum das Mld N de»- dritten mr Seite G^ 
ffeliörigen Hohe N^. Sind demnach für eine Mene 5wei Paare axono- 
metrisch noiyncd&r Geraden gegdien, so liann jmow zu jeder Geraden G 
dieser Ebene die axmtometrisch rwrtnäle Michiimg N direkt iestimmen.^) 

In jeder Ebene gibt es eine Lage eines rechten Winkels, für 
welche die oi-thogonale Projektion wieder ein Rechter ist; der eine 
Schenkel dieses Winkels ist parallel zur Bildebene, sein Bild parallel 
zur Bildepur der Ebene; der andere Schenkel gehört zu den Geraden 
der Ebene, welche mit der Bildebene den größten Neigungswinkel 
einschließen und FalUnien genannt werden; sein Bild ist normal zur 
Bildspur der Ebene. Fiii' eine Koordinatenebene sind die Bilder der 
Fallinien pai-allel zum Bilde der nicht in dieser Koordinatenehene 
hegenden Achse. 

Außer den Richtungen der Bildspur und FaUinien, welche auch 
im Bilde zueinander normal bleiben, liefern fiir eine Koordinatenebene 
noch die beiden Achseubilder ein Paar axonometriseh nomialer Go- 
raden. Um daher zu einer beliebigen Geraden G einer Koordinaten- 
ebene die axonometriseh normale Richtung zu bestimmen, wählt man 
ein Dreieck, von welchem eine Seite zu einem der beiden Achsen- 
bilder pai'allel ist, die zweite zur Bildspnr oder Fallinie und die dritte 
Seite zum Bilde G. Pas zu G gehörige HÖbenbild ist die gesuchte 
Richtung N.^) Bei der Wahl dieser Dreiecke hat man große B'rei- 

1) Bei den Konatrnktionen von Meyer sind auch, die Bilder von Kwei rechten 
Winkeln ale gegeben vorauegeaetzt, näinlicli die Bilder der Seiten und Diago- 
nalen eines Quadrates. Ea wurde auch darauf hingewiesen, daß die in anderer 
Weise liegrfindeten Konstruktionen als BeBtimnning der HöLenliilder eines Drei- 
eckes gedeutet -werden können. 

2) Umgekehrt kann mau jedes Dreieck abc (Fig. 76) als Bson »metrisches Fig. 76 
Bild eines in einer Koordinatenehene tiegendeu Dreieckes ansehen und das axono- 
metrische Achseukreua so wUhlen, daß ein beliebiger- Punkt p einer Höhe des 
Dreieckes das axonometrische Büd des HShensohnittpunktes wird; man wählt bc 

und ipa als die Richtungen der beiden Achseubilder und pc oder ab als diu 
Eicttuug der Bildapur dieser Koordinatenebene. Wird nun ein Dreieck ah'c, 
dessen Seiten parallel zu p<i;pb, pe sind, als Bild eines iu derselben Ebene lie- 
genden Dreieckes au%efaBt, so sind die Geraden, welche man durch die Ecken 
ab'e' parallel zu den Seiten öc, «c, ab des ersten Dreieckes aieht, die Bilder dw 
Höhen und sehneiden sich daher iu einem Punkte j/. 

Davon kann man eine Anwendung machen bei Herleitung der in a) ange- 
gebenen HilfskonBtruktion für die ßildspur einer durch Z^ gehenden Ebene, 
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huit und wird nur trachten, daß die Konstruktion möglielist wenige 
Hilfslinien erfordert; man benützt wenn möglicli ein schon gezeich- 
netes Dreieck. 

7 In rig. 77 wurde G in der Grundrißebene angenommen; iVti Be- 

stimmung der asonometrisch normalen Richtung N können die Dreiecke 
im angegebenen Sinne verschieden gewählt werden: Im Dreiecke o 12 ist 
die Seite ol parallel zu X, die Seite o2 pai-aUel zu den Fallinien (also 
auch parallel dem Bilde Z); vob den Höhenhildern ht 2 h paraUe! zu Y, 
Ih parallel der Bildspur xy, das dritte Höhenbild oh gibt die gesuchte 
Richtung N. — Im Dreiecke o23 ist die Seite o3 parallel zu l', die 
Seite o2 parallel den Fallinien; das Höhenbild 2h^ ist parallel ku X und 
3/)^ parallel der Bildspur. — - Im Dreiecke 14a; ist 1^ parallel zu X und 
ix pai-allel der Bildspur; das Höhenbild ih^ ist parallel zu Y und Ih^ 
parallel den Pallinien. — ■ Im Dreiecke 3 4i/ ist die Seite 3j/ parallel zu 1" 
und die Seite ip parallel der Bildspur; die axonometiische Höhe ili^ ist 
parallel zu X und die axonometrische Höhe 3 hg parallel ku den Pallinien. 

Fi Wenn (Pig. 78) G- durch o geht, so können in derselben Weise die 

Dreiedte olp, olx, olä, ol3 benutzt werden und liefern durch das Bild 
des Höhenschnittpunktes die axonometrisch nonnale Richtung N. 

S) Aus dieser Bestimmung axonometrisch normaler Geraden mit 

Hilfe des axonometrischen Höhenschnittes eines Dreieckes läßt sieb 
die früher unter a) angegebene Normalenkonsti'uktion (Fig. 73) plcmi- 
ineti-isch herleiten: Soll in Fig. 79 die axonomeüisch Normale zu op 
gefunden werden, so kann man den axonometrischen Höhensehnitt h^ 
des Dreieckes pox benätzen; N ist durch \x bestimmt. Beti-acbfcet 
man das Dreieck p\x, so sieht man, daß sein Höhensehnitt e eine 
Ecke des durch p gehenden Spurendreieckes ist und N auf pz noi-mal 
steht. Benutzt man andreraeits den axonometrischen Höhensehnitt \ 
des Dreieckes po2, so ist iV" dui'ch Ag2 gegeben. Betrachtet man nun 
das Dreieck j^ 2/(3, so sieht man, daß sein Höhenschnitt /( auch Höhen- 
schnitt des Dreieckes ol2 ist und JV" auf ph normal steht. Diese 



wenn s außerhalb der Zeichenfläche liegt: In Pig. 73 ist ein Punkt einer HOhe 
dea Dreieckes px^; im Dreiecke j)ö2 sind die Seiten parallel siu den yon o nacli 
Pt X, n gerichteten Geraden; zieht man nun oh\\px und 2A|ja]j, bo muß ph 
parallel zu jps aem, d, h. ft (der HöheoBClmitt tou 012) liegt auf pn, — 

Später (pag. 85 und 92} wiiii gezeigt, daß mau das Achsenkreuz stets so 
wählen kann, daß awei beliebige sich trennende Geradenpaare die axonoiceti'isohen 
Bilder von zwei normalen Geradenpaaren einw Koordinatenebene sind; daraus 
folgt, daß man ein Dreieck abc und einen belieldgen Punkt p als axonometrisolies 
Bild eines Dreieckes und seines Höhenschnittes auffassen kann und es ergibt sich 
der bekanute planimetrische Satz ; 

„Verbindet man einen beliebigen Punkt p mit den Ecken eines Dreieckes 
ahc und wählt die Seiten eines aweiten Dreieckes a'h'c parallel zu diesen Ge- 
raden («'ö' \[pe, &'c' iljpa, rtV ||pö), so schneiden aicli die Geradon, welche man 
durch die Ecken a'b'<f parallel si\ den Seiten, ftc, «c, ab des ersten Dreieckes 
zieht, in einem Punkte p'." 
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Beziehung ¥oii JV zur Geraden pe (=ph) ergab sich früher aus einer 
räumlieken Überlegung. — 

Zeichnet man durch o ia einer Koordinatenebene zwei axono- 
metriaeh noi-male Gerade Ä und B, so können A und B die Bilder 
der beiden in dieser Koordinatenebene liegenden Achsen ersetzen und 
bestimmen mit dem dritten Achsenbilde ein neues axonometrisches 
Achsenkreuz; dabei bleiben alle axouometrischen Bilder und die Risse 
für die betreffeade Koordinatenebene unverändert. 

Aufgaben; Eine Gerade durch o betrachte mau nacheinander als 
Bild einer in der Grundriß-, Aufriß-, Seitenrißebene liegenden Geraden; 
in jedem Valle ist in der betreffenden Koordinatenebene die Richtung der 
itxonometrisoli Normalen zu koiistnueren. 

Das Bild eines in der Grundrißebene liegenden Dreieckes ist gegeben; 
das Bild des Höhenschnittpunites sowie des Mittelpunktes des umgeschrie- 
benen Kreises ist zu suchen. 

Ein neues Achsenkreuz ABC ist za konstruieren, wenn von einer der 
neuen. Achsen A^ Bild und Gnmdriß, von einer zweiten B,. das Bild ge- 
geben sind; Man sucht in der Grundrißebene zu A' die axonometrisch 
Normale P; dann bilden ZÄ'P ein Achsenkreuz und A^ hegt in der neuen 
Koordinatenebene ZA'; sucht man in dieser zu A die axonometrisch Nor- 
male Q, so bestimmen AQP ein Achsensystem, welchem A^ als Achse 
angehört; in der Ebene P^Q^ sucht man zu B die axonometrisch Nor- 
male C und erhält das verlangte Achsenkreuz ABC. — Zur Kontrolle 
kann man folgenden Weg einschlagen: man bestimme für irgend eine 
Bildebene den Bilddurchstoßpankt o von A und die Bilddistanz von u^ ; 
daraus ergibt sich die Spar bc der neuen Koordinatenebene B^C^, welche 
ß in 6 schneidet; r, ist der Hölienschnitt von oub. 



Nniniale Gciade in eiiiei beliebigen Ibeiie 

Soll 111 inei Ikbone s 7u einei lieiaden fi die normale hich 
tnng axonometrisch bestimmt weiden so laßt sich dies mit Benützung 
des Höhenschnittes im Dieieeke durchfühlen sobald naii die Bilder 
von zwei Paaren normal« Gerailen diesei Ebene kennt Es soll nun 
zunächst gezeigt weiden daß man fiii jede Spui dei Ebene die Rieh 
tnng dei normilen Gjeiaden ■ixonometnsch bestimmen kann 

a) Auf dei Bildspui dei Ebene stehen die Fallinien noimil deien 
Bilder auch zui Bddspur noimal smd 

b) Fui die in einei andeien '^pui noimale Gerade N ist dei 
gleichnamige Riß zu dieser Spni normil und laßt sich wie fiuher 
gezeigt wuide aionometiisch bestimmen Auf dei (riundiißspui s ist 
die Gerade A und ihr Giundiiß ^ noiniil sucht man daher m der 
Grundrißebene zu f die axonometrisch Noimale N so ist diese 
Gerade der txonometi ischt Giuudiiß ■von \ mf wel heni Mch leicht 
das Bild N eigibt 
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In Pig. 80 wurde N' als axonome irische Höhe oh des Dreieckes ola 
bestimmt; aus dem axonometrischen Grundrisse N' ergibt sich das ajtono- 
metrische Bild 2T^c2- der in t liegenden Geraden If^. 

Ist nun eine beliebige Gerade G^ der Ebene s gegeben, so wählt 
man im Bilde ein Dreieck, von dessen Seiten eine mit G znaammen- 
fällt, die anderen zu einer Ebenenspur oder deren axonometriscli nor- 
malen Richtung parallel sind; die z« den letzteren Seiten gehörigen 
axonometrischen Höhen kann man, wie erwähnt, angeben und daraus 
das dritte Höhenbild als axonometrisch normale Richtung zu G finden. 
Eine der beiden bei-ücksichtigten Ebenenspnren wird natürlich immer 
die Bildspur sein, weil deren axonomefcrisch normale Richtung zu ihr 
wirklich normal ist und daher nicht konstruiert werden muß. 
In Eig. 80 wurde das Dreieck jj^r mit dea Seiten &, i'' und J\' (der 

axonometrisoh Normalen zu £*) gewählt; die axonometrische Höhe durch g 
ist normal zu pr, die axonometrische Höhe durch p ist parallel zu a*; die 
diitte Höhe B ^ )'s ist die axonometrisch normale Richtung zu G. 

Die Bestimmung axonometriaeh normaler Geraden in einer be- 
liebigen Ebene kann auch durch ümlegung in die Bildebene ausge- 
führt werden. Diese Methode, welche im nächsten Abschnitte be- 
sprochen ist, wii-d dann am Platze sein, wenn es sich nicht bloß um 
die Konstruktion von Normalen, sondern auch um Maßbeatimmungen 
handelt (vergl. Pig. 93). 

Aufgaben' Durch einen Punkt p^ ist auf ein« Gerade G^. die Nor- 
ale zu ftlllen Man legt dur 1 ^ und G^ eine Ebene e, sucht in dieser 
u C die a on n t h nortnal V obtung und zieht zu ihr durch p eine 
Parallele 

E n D e eck ist d reh B Id und Grundriß axonometrisch dargestellt; 
das Bll le Hol ens hn tte t u lehen: Tailen die Spuren der Drei- 
o kseb ne außerhalb de Ze henflacl e, so kann man deren Eichtungen be- 
nützen Man legt d ur h eme E ke a Parallele zu zwei Seiten des Spuren- 
dre e kes de Bildebene nl Irngt die dadurch bestimmte Ebene mit b^c,. 
n d zum b hmtt a 1 st die E htung der Bildspur; dann sucht man 
ve Punkte j / de Dre e k<Ae ten welche von ihren Grundrissen gleiche ■ 
Entfemunf 1 abe h e Verb n lu gsb lie (HH") ist die Richtung der Gnind- 
r ßspu u M best m nt mva der Gruhdriß ebene die asohometrisoh 
No male J\ unl s It d sem Crundrisse für die Dreieeksebene das 

Uffehonge B Id .W w 

E ne FaJlin vo ist du eh Bild und Grundriß gegeben ; die Ebene 

st axo ometns h 7 b t nmen Durch einen Punkt p der FaUiuie legt, 

le BlJeb dl K I mm Bildf; der Fallinie ist die Bild- 

JU 3 

Gerade mid Ebene iu uorinaler Lage. 
Sind eine Gerade und eine Ebene zueinander noi-mal, so ist das 
Bild der Geraden zur ßildspur dej- Ebene normal; ferner muß jeder 
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axonometrisclie Kiß der Geraden und die gleiehnamige axonometr lache 
Spur der Ebene ein Paar ax onometrisch normaler Geraden sein. 

Aufgaben; Durch den Koordinatenanfangspunkt ist auf eine Ebene a 
die Normale N^. zu ftlllen; Die Normale durch o zu a'' gibt N; die axono- 
metrisch Normale durch o zu </' gibt N' (vergl. Fig. 87), 

Durch einen Pankt p^ ist auf die Bildebene die Kormale N^ zu fällen; 
Das Bild N i^llt mit p zusammen; die axonometrischen Risse von JV^. sind 
zu den Seiten des Spurendreiedtes der Bildebene normal. 

Durch einen Punkt p^ ist zu einer Geraden 6-^ eine normale Ebene 
zu legen: Man sucht zuerst eine zu (i,, normale Ebene e durch o, indem 
man £* axonometrisch normal zu G-' und s* normal zu G konstruiert, und 
legt durch jp,. zu £ eine parallele Ebene. 

Durch einen Punkt p^ auf eine Gerade G^ eine Normale zu fällen: 
Außer der früher angegebenen Methode, bei welcher durch p^ und G^. eine 
Ebene gelegt uud dann die Normale mittels des Höhenschnittes gefunden 
wird, kann man auch durch p^ zu G^ eine nonnale Ebene legen und diese 
mit G, zum Schnitt bringen; der Schnittpunkt ist dei' Pußpuukt der Nor- 
malen von p,. auf G^. 

Der Mittelpunkt der einem Tetraeder umschriebenen Kugel ist zu 
suchen: Man bestimmt von drei Seiten die Synimetrieebenen und bringt 
sie zum Schnitt. 

Eine Gerade zu finden, welche zwei sich kreuzende Gerade A^., B^ 
normal schneidet: Die gesuchte Transversale steht auf J,. und B^., daher 
auf einer zu Ä^ und B^. parallelen Ebene normal; dadurch ist ihre Rich- 
tung bestimmt. 

Die orthogonale Projektion einer Geraden G^ auf eine Ebene s ist 
zu bestimmen: Man fällt von einem Punkte der Geraden die Normale 
auf E und sucht ihren Durcbstoßpunkt n^ mit e; m,. ist mit dem Schnitt- 
punkte von ffj. und e zu verbinden. 

Durch eine Gerade G^ eine Ebene zu legen, welche auf einer gege- 
benen Ebene k normal steht: Von einem Punkte der Geraden fUllt man 
auf « eine normale Gerade N^.; G^ und .JT^. bestimmen die gesuchte Ebene i; 
(der Schnitt von e und a ist die orthogonale Projektion von G^ auf «). 

Zu einer Ebene s eine normale Ebene zu finden, wenn die Schnitt- 
linie S,. bekannt ist: Man sucht eine zu s nonnale Gerade N^; die ge- 
sucht« Ebene geht durch S^ und ist zu A^,. parallel. 

Drei zueinander normale Gerade durch einen Punkt p^. axonometrisch 
zn bestiiümen; Man nimmt Ä^ beliebig an; dann wählt man in der durch 
P\. normal zu A^ gelegten Ebene B^ beliebig; die dritte Gerade C,. läßt 
sich daraus finden, 

Drei beliebige Gerade ABC durch O seien die Bilder dreier zueinander 
noi-malen Geraden A^B,.C^; die axonometrischen Grundrisse dieser Geraden 
sind zu bestimmen: Man wählt für XYZ und ABC als axonoraetrisehe 
Achsenkreuze die zugehörigen Spui-endreiecke xy0 und abe so, daß sich 
in beiden Fällen dieselbe Bilddistanz von o^ ergibt. Für (t, b, r, sucht man 
als Punkte der Bildebene die axonometrischen Grundrisse. 
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68 Vir. Aufgaben flor Maßgeoinotrie. 

Vll. Aufgaben der Maßgeometrie. 

Bilddistanz eines Fitiiktes. 

Vig. Hl Sowie man die Bilddistanz des Koordiiiatenantängspiuildiea mittels 

einer bildflächprojizierenden Ebene durch eine Achse findet, indem 
man diese Ebene in die Bildebene umklappt, kann durch dieselbe 
Umlegung die Bilddistanz jedes Punktes % dieser Achse als Entfer- 
nung der Umlegung des Punktes von seinem Bilde bestimmt werden 
(Fig. 81). 

Liegt der Punkt h,. in einer Koordinatenebene, so kann man 
diesen Fall auf den früheren zurückführen: Zieht man durch b^ eine 
Parallele B^ zur Bildspur der betreffenden Koordinatenebene, so hat 
jeder Punkt von S^ die gleiche Entfernung von der Bildebene, also 
auch der Schnittpunkt von S^ mit einer der Achsen dieser Koordi- 
natenebene (Fig. 81). 

Ist ein beliebiger Punkt e^ gegeben, so zieht man durch c^ eine 
parallele Gerade zur Bildebene, am besten, eine Parallele S^ zu einer 
Seite des Spurendreieckes und bringt S^ mit einer Kooi'dinatenebene 
in &,. zum Schnitt; dieser Punkt h^ hat dieselbe Bilddistanz wie c^ 
und dadurch ist die Aufgabe auf den früheren Fall zurückgeführt. — 
In Fig. 81 ist durch c die Parallele S zu x:^ gezogen; durch ihren 
horizontalen Durchstoßpunkt 6 wurde die Pai-aUele zu xy gezogen 
und deren Schnitt a mit der X-Achse gesucht; (a)a ist die gesuchte 
Bilddistanz, 

Dieselben Konstruktionslinien ergeben sieh, wenn man durch e,. 
eine Ebene a paTallel zur Bildebene legt und deren Schnitt a mit 
dei' X-Achae bestimmt.^) — Die Entfernung der Ebene a von der 
Bildebene kann auch gefunden werden, indem man die Entfernungen 
des KoordinatenaufaugapunkteB o,, von der gegebenen Bildebene und 
der neuen Bildebene a sucht und den Unterschied beider Bilddistanzen 
ermittelt^); es ist (o)o^ == (a)a. 
Pig. 82 Die Bilddistanz eines Punktes p^ kann auch ohne Zürückfiihrung 

auf'den Punkt einer Koordinatenachse direkt bestimmt werden. Man 
legt dui-ch den Punkt p^ und seinen Grandriß eine Hilfsebene e normal 
zur Bildebene und klappt sie in die Bildebene um. Diese Umlegung 
wird (wie bei der Bestimmung der Bilddistanz von o^) vereinfacht, 
weil man einen rechten Winkel zur Verfugung hat. Die Hilfsebene s 
schneidet (Fig. 82) aus zwei Koordinatenebenen und der Bildebene 

1) Vergl. WnJer -pag. 6B. 

2) Auch der in einer durch o gehenden Fallinie einer Koonlinatenebene he- 
gende Puntt von a kann in derselben Weise verwendet, werden (vergl. J^ig. 84), 
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ein recht winklige s Dreieck 12a^ aus, dessen Katheten eiue l-'ariiliele 
2a^ zur 2'-Aehai! niid eine Fallinie 1«,. der Grundrißebene sind, und 
desBen Hypotenuse 1 2 in der Bildebene liegt. Die TJmlegung («) der 
in der X-Achse liegenden Ecke «,, um die Hypotenuse 1 2 erhält man, 
wenn die in « zu 12 errichtete Normale mit dem Kreise über 12 als 
Durchmesser zum Schnitt gebracht wird. Der Gfrundriß von p^ liegt 
in der Kathete 1«^., daher seine ümJegung (j]') in 1(«) auf einer 
Normalen durch p' zur Drehungsachse 1 2. Die Umlegung der i(-Or- 
dinate von p,. steht auf 1 (a) in (p') normal und muß die TJmlegnng (j>) 
von p,. enthalten; (p) liegt in der Normalen auf 12 durch p; die 
Entfernung (jj)p ist die gesuchte Bilddistanz.') 

Liegt der Punkt in einer Koordinatenebene, z. B. p/, so kürzt 
sich das Verfahren ab, indem schon (j>')p' die gesuchte Bilddistanz 
gibt. In diesem Falle kann auch das rechtwinklige Dreieck 1««^ 
benützt werden, dessen Umlegung mit Hilfe der wahren Länge der 
Kathete ««,. (Bilddistanz von ((,.) oder Hypotenuse la^ (wahre Länge 
der Fallinie 1«) gezeichnet werden kann. 

Soll eine Gerade um ihr Bild in die Bildebene umgelegt werden, Pig. ö3 
so legt man zwei ihrer Punkte mit Benützung ihrer Bilddistanze» um. 
Die Lösimg vereinfacht sich, wenn man den Bilddiirchstoßpiinkt d 
und einen Spurpnnkt der Geraden wühlt (Fig. 83). 

Aufgaben'. Parallel zur Bildebene ist in gegebener Entfernung eine 
Ebene zu legen: Man sucht einen Achsenpunkt, welcher die gegebene Bild- 
distanz besitzt. 

Von einem Punkte ist das Bild und die BUddistanz gegeben; sein 
axonometriaeher Gi-undriß ist zu suchen (vergl. Fig. 81 oder 82). 

Die wahre Länge einer Sti-ecke zu bestimmen mit Benützung des 
Projektionstrapezes bezüglich der Bildebene. 

Auf einer Geraden GQ' von einem Punkte p aus eine gegebene 
Strecke aufzuti'iigen: Man legt die Gerade mit Benützung der Bildspm- d 
und der Grundrißspur k in die Bildebene um. In Fig 83 ist (h)h = (a)a 
die Bilddistanz des Gi-ondrißspurpunktes. 

Durch eine Gerade G^ ist eine Ebene zu legen, welche mit der Bild- Fig, 84 
ebene einen gegebenen Neigungswinkel a einschließt: ÄUe Ebenen, welche 
durch einen Punkt s^ von G^ gehen und mit der Bildebene den Winkel a 
bilden, umhüllen einen Kotationskegel, dessen Höhe gleich der Bilddistanz 
von s^ ist, und von dessen Basiskreis K in der Bildebene der Mittelpunkt 
mit dem Bilde s zusammenfillt; der Badius r kann aus dem "Winkel a 
der Erzeugenden mit der Bildebene ermittelt werden. Die Tangenten 
an K aus dem Bildspurpunkte d von G sind die Büdspuren der ge- 
suchten Ebenen. Am einfachsten wählt man s^ als einen Spurpunkt der 

1) Dies zeigt 
achaK, daß dnicli I 
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Geraden ff. — In Fig. 84 wui-de der Seiteurißspui-piiiikl; ss' gewählt 
und seine Bilddistanz; a(a) mittels des iu der Seitenriß ebene liegenden 
l'unktes »,. bestimmt; der Eadius des Kreises K mit dem Mittelpunkte s 
ergibt sich aus dein Dreiecke u{a)h. 

TJnilegung einer Ebene in die Bildebene. 

Die wahre Größe toii Strecken, Winkeln, Polygonen, überhaupt 
ebenen geometi'i sehen Gebilden läßt sich durch Unilegung ihrer Ebene e 
iu die Bildebene um die Bildspur t'' finden. 

Zwischen den einander eindeutig zugeordneten Büdem und Uni- 
legui^en der Elemente einer Ebene besteht folgende Beziehung: Das 
Bild und die Umlegung eines Punktes liegen in einer Normalen zur 
Drehungsachse (Bildspur der Ebene); die Bilder und Umlegungen einer 
Geraden schneiden sich in der Di-ehungsachse. Die Büder und Um- 
Icytingen sind zwei affine Gebilde; die Afßnitätsaclise ist die BiM^ur 
der Bbene, die Äffinitiitsstr{dden sind sur Ädise normal. Die affine 
Beziehung ist gegeben, sobald man ein entsprechendes Punktpaar 
kennt. Daher livsseii sich die Umlegungen alter Gebilde einer Ebene 
affin ableiten, wenn man die Umlegung eines Punktes kennt. 

Die Bestimmung der Umlegung eines Punktes geschieht, am ein- 
fachsten nach einer der beiden folgenden Methoden: 

a) Bemitsung eines rtxlden Winkels der Ebene. Schon bei der 
Bestimmung der wahren Lange der Koordinaten wurde der Koordi- 
natenanfangspunkt um eine Seite des Spurendreieckes umgelegt als 
Scheitel eines rechten Winkels, dessen Umlegung in einem Halbkreise 
liegen muß. Genau in derselben Weise läßt sich ein Punkt einer 
beliebigen Ebene umlegen, wenn die Bilder zweier iu ihr liegenden 
Normalen bekannt sind. Hat man es mit einer Ebene parallel einer 
Achse zu tun, so bilden die Schnitte mit zwei Koordinatenebenen 
einen solchen rechten- Winkel, dessen Bild man kennt; im allgemeinen 
Falle ist ein Paar axonometrisch Normaler, wie gezeigt wurde, zu 
konstruieren. — Die Schenkel des rechten Winkels schneiden die 
Bildspur in zwei Punkten; der Halbkreis über diesen Punkten ent- 
hält die Umlegung des Scheitels s,.; diese Hegt auf der Noi'malen von 
s auf die Büdspur. 

Fig. 85 Aufgaben: Die wahre L&nge einer Sti-ecke p^ (f ^ ist ku bestimmen*): 

Legt man durch p^q^ eine vei-tikale Ebene e, so schneidet diese aus der 
Grundriß-, Aufriß- wnd Bildebene ein rechtwinkliges Dreieck 12 3 aus, 
das in die Bildebene umgelegt Avird. In Fig. 85 ist (3) die UmleguiJg 
der Ecke 3 um die in der Bildebene liegende Hypotenuse 12; daraus 
bestimmt man mittels Affinität die Umlegung von p: die Umlegung der 



1) In Pig. 83 wnrde diese Aufgabe gelöa 
mal; Hilfeebene dnrclt p^.q,. umgelegt wurde, 
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vertikalen Geraden 'S 'J ist (3)2, daher die Umlegung der. vertikalen Ge- 
radeii pa parallel zu (3)2. Der Schnitt d von pq mit der Bildspuf 1^ 
bleibt h^ der UmlegTUsg unverändert — Die Konstruktion wird noch ab- 
gektii-zt, wenn man die Bildebene durch einen der Punkte, a. B. p^ legt 
und den anderen 5,. als Scheitel eines rechten Winkels, dessen Schenkel 
nonnal und parallel zum Gi-undi-isse i»/g/ sind, umlegi. In Fig. 8G wurde diu Vig. 86 
Bildspur s'' von s für die durch p gehende Bildebene bestimmt, indem 
man durch p die Parallele S zur Bildebene legt und durch ihren Spur- 
punkt V die Normale zu Y bis zum Schnitte 6 mit i" nieht; b mit p 
verbunden gibt die gesuchte Bildspur £*. Auch kann man zuerst die Kich- 
tung von ^ bestimmen, wenn man dm-cb p' die Bildebene legt und mit s 
in s*' Kum Schnitt bringt. Die ümlegung des rechtwinkligen Dreieckes 
1 2 5,. liefert (5) und in pQi) die gesuchte wahre Lunge. 

Der Abstand des Koorfinateaanfangspunktes von einer Ebene a ist I'ig- S7 
zu suchen: Man fallt von 0,, die ITormale NN' auf k, sucht ihren Schnitt «^ 
mit a und bestimmt die Länge o^n^ dm-eh ümlegung. der- vei-tikalen Ebene 
e s {NN'). In Fig. 87 wurde die Bildebene durch den Schnitt von k 
mit der 2- Achse gelegt und £*^3l normal zu «* gezogen; ol^e'' gibt ff'; 
N ist normal zti sa, der Bildspur voq «; fällt a außerhalb der Zeichen- 
fläche, so kann man (N) in der Ümlegung J, au (A') bestimmen. Der Schnitt « 
liegt in der Schnittlinie S der Ebenen a und e. Bei der ümlegung von s 
wurde das rechtwinklige Dreieck itol verwendet^); der Bildspnrpunkt d 
von N bleibt bei der Umlegung unverSndert. 

Der Abstand zweier pai-aUeler Ebenen a und ß ist s^n suchen: Man *'ig- 87 
fallt die Bonnale N^. von o,, auf die Ebenen, sucht die Fußpunkte n und «j 
dieser Nonnalen und bestimmt (Fig. 87) ihre wahre Entfernung dui-ch 
Umlegen der vertikalen Ebene s ^ (NN'). (Man kann auch die Nor- 
male durch einen Punkt legen, in welchem die Ebene « das Spuren- 
dreieck schneidet, wodurch die Konsti-uktion etwas abgekürat wird.) 

Zu einer Ebene ist in gegebener Entfernung eine pai-aliele Ebene zu 
bestimmen (Fig. 87). 

Der Abstand eines Punktes p^ von einer Ebene a ist zu suchen: Man 
legt durch j)^ zu a eine parallele Ebene ß und bestbnmt die Entfernung 
der Ebenen a und ß. Oder man fallt von p^ auf a die Normale N^., legt 
durch sie eine vertikale Ebene und legt diese um. 

Der Abstand eines Punktes p^. von einer Geraden G,, ist zn bestim- Fig. 88 
men; Man sucht die zu G-^ normale Ebene a durch p^., ihren Schnitt «,. 
mit Gj. und legt a in die Bildebene um, mit Benützung eines rechten 
Winkels, dessen Schenkel pai-allel und axonometrisoh normal zu «'' sind. 
In Fig. 88 wurde die Bildebene durch, p,. gelegt und dann die zu ff,, nor- 
male Ebene c bestimmt («'' dui-ch j) normal zum Bilde G, a'' asono- 
meti-isch normal zu ff', also pai-allel zu j/7i). Zur Bestimmimg des Schnit- 
tes n mit ff,, sucht man in a die Deokgerade A zum Grundrisse ff'. 
Ä und ß* sind axonometrisch normal; zieht man also durch n die Paral- 
lele zu «'', so läßt sich die Umlegung des Dreieckes ln2 in bekannter 
Weise finden; p(n) ist der gesuchte Abstand. 

1) Es sei auf den bäufig auftretenden Irrtnm anfmerkaam gemacht, daß 
ni*n statt nni {'', um den in a liegendun Schenkel S des Neigungswinkeln umlegt. 
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3 Der Neigungswinkel einer Geraden G^ mit den Koordinatenebenen 

und der Bildebene ist zu suchen: Man fübrt die Konstruktion für die 
Gerade L^ durch o^ aus. Um den Winkel mit der Gnmdi-iß- 
1 flndea, d. i. die wahi-e Größe des Winkels LL\ legt man die 
Eheae dieses Winkels um (Fig. 89). — ■ Den Neigungswinkel mit der 
Bildebene bestimmt man aus dem Dreiecke o^oä (Fig. 89). Ist die frühere 
Konstraktion schon ausgeführt', so braucht man nicht die Bilddistanz von 
o^ zu suchen, sondern kann die schon bestimmte wahre Länge von do^ 
benätzen. 
Kig. 90 Der Neigungswinkel einer Ebene u mit den Kooi-dinatenebenen und 

der Bildebene ist zu suchen: Die Ebene e des Neigungswinkels y mit der 
Grandrißebene steht normal aur Spur a^\ ist also vertikal; man wählt 
sie am besten durch o^ und legt sie uni.^) In Fig. 90 würfe die Bild- 
ebene durch den Schnitt von a mit der Y-Achse gelegt; (g'^sl ist nor- 
mal zu ß*); e^^ol ist der eine Schenkel, 8^ st der andere Schenkel 
des Neigungsvrinkels; bei der Umlegung benätzt man das rechtwinklige 
Dreieck eo^l\ (s) liegt auf (o)l; ( bleibt unverandert. — Der Neigungs- 
winkel <p mit der Bildebene ist komplementär zu dem Neigungswinkel der 
•la K Normalen N^ mit der Bildebene. Diese ist asonometi-isch leicht be- 
stimmt, da N' ^ i'' und JV noimal zu a' ist. Der Winkel NN^ wird wie 
in der vorigen Aufgabe gefunden. — Auch kann man zu n* eine normale 
Ebene i^ legen, welche den gesuchten Neigungswinkel <p mit der Bildebene 
entiiält, und diese Ebene £j umlegen. In Fig. 90 wurde die Ebene e^ 
dui-ch den Schnitt c von « mit der i/-Achse gelegt. Der Winkel ip wird 
aus dem Dreiecke cac^ bestimmt. 

b) ^Benützung der Büddistwis eines "Punktes p, der Ebene. Fällt 
man von p^ auf die Bildspur eine Noiinale p^n, so ist n der Drehungs- 
mittelpiinkt und p^n der Dreliungsradius für die Umlegung. Den 
][*unkt n erhält mau als Fußponkt der Normalen vom Bilde jj auf 
die Bildspur; auf dieser Nonnalen liegt auch die Umlegung und wird 
erhalten, wenn man von n aus den Drehungsradius aufträgt. Die 
Länge des Drehungsradius ergibt sich als Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreieckes, für welches np und die Bilddistanz von p^ Ka- 
theten sind. 

Die Konstruktion wii-d vereiiifackt, wenn man stjitt eines be- 
liebigen Punktes p^ einen Aclisenschnittpunkt der Ebene xur Uui- 
legung wählt, weil für diesen die Bilddistanz rascher bestimmt worden 
kann. 

Fig. tu Aufgaben: Die wahre Größe des Winkels zweier Geraden ist zu 

suchen: Man sieht durch ö,. Parallele zu den Geraden und sucht deren 
Winkel durch Umlegung ihi-ei' Ebene «; die Bildspw geht durch die Bild- 
dui-cbstoßpunkte der beiden Geraden; umgelegt wird der Scheitel 0. 
(Fig. 91). 

1) Siehe Anmerkung S. 71, 
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Der Neiguttgswintel aweiei BbeneE i^t zu suchen Man fuhrt die iig '*i 
Ronstraktion tui die panllelen Ebenen a imd ß dmch o^ aus Normil 
zu iLiei Schnittlinie 6 legt man durch o eine Ehene e und sucht den in 
ihi hegenden Neigungswinkel durch Umlegen dei Ehene e In Fig 92 
ist Ä das Bdd der Schnittlinie dei beiden Ebenen, (8) seine Umlegung 
die Noimale au (S) duiuh [o] sthneidet S in einem Punkte d dei Bild 
spul j' von f Die Schenkel des gesuchtea Neigung«« mkils smd ur 
und öo, , die wahie Gioße des Winkels wird duich Umlegung von o um i' 
als aa^b bestimmt (fl^d = (o)d) 

Dei Abstand zweiei parallelen Geiaden ist zu suchen Mnn kann li^ 'iS 
eine Ebene normal zn den Geiaden legen, mit den tieiaden ium SuhniU 
himgen und die Entfeinimg der fechmttpuiikte suchen — Bessei ahei ist 
es, wenn man durch die Geiaden G und G^ eme Ebene a legt und deien 
Umlegung auUit In Fig 93 wuide bei der Umlegung dei bohnittirnnkt «, 
von « mit der YAchse henut/t, und awai wurde iueist « um y um 
gelegt, daians die wahie Länge von ma^ bestinmt und m[a] = m(a) lut 
dei Noi-malen durch a zu (/ abgeschnitten Eine zu 6- paiallele tieride A 
duiüh a gibt die Umlegung {Ä) dmth (a) Die ümlegungen von G und 
(?j sind parallel zu (A). 

Der Abstand eines Punktes ^i^ von einer Geraden G^ ist zu suchen; i'ig. 93 
Man legt dnrch p^ und G^ eine Ebene « und diese um;, die Lösung ist 
dieselbe wie in der vorigen Aufgabe (Fig. 93). 

Eine Ebene a ist durch ihre Spuren gegeben und in ihr eine Strecke Fig. 04 
dui'üb ihr Bild 13; es ist eine quadratische gleichseitige Pyramide zu 
konstruieren, wenn w die Basisebene und 13 das Bild einer Basisdiago- 
nale ist: In Fig. 94 wurde der Schnittpunkt b der Ebene a mit der 
T-Achse umgelegt (bb^ = &[&] und )((&) = nb^\ daraus wurde die Um- 
legung des Halbierungspunktes m von 1 3 gefunden, in der Umlegung das 
Basisquadrat gezeichnet und sein Bild bestimmt. — Das Bild der Höhe 
ist nonnal zu «*; die Länge ms wurde aus der Umlegung der Ebene des 
Drehungskreises von ö bestimmt, indem man in n zu öj« die Normale 
errichtet, darauf die Länge ml der Pyraniidenhöhe bis p^ aufträgt und 
ihre Projektion np auf die Bildebene sucht (n§ = wis). 

Der Normalabstand zweier sich kreuzenden Geraden A^ und B^ ist /u 
suchen: Man legt durch jede Gerade eine zur anderen parallele Ebene 
und sucht den Normalabstand der beiden Ebenen. 

Drehung einer (rerndeii in die Parallelstelluiig zur Blhlcbüiic. 

Da bekanntlich eine zur Bildebene parallele Strecke im Bilde 
unverkörat erscheint, so kann die wahre Größe einer beliebigen Strecke 
dadurch bestimmt werden, daß man die Strecke um eine sie schnei- 
dende Achse di-eht, bis sie parallel zur Bildebene liegt. Wie dies in 
axonometriscber Projektion ausgeführt werden kann, soll an einem 
besonderen Beispiele erläutert werden. 

In der Grundrißebene sei (Fig. 9Ö) eine Strecke ö^% gegeben, Fig. 95 
welche einen Endpunkt im Koordinatenaufangspunkte hat- Nun soll 
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My um die if-Aclise gedreht \Mrdeii bis die btiecke o^\a^ pai-allel der 
Bildebene, also ihr Büd paialiel der Bildspui ly ist Bei dieser 
Drehung beschreibt «,, einen KieiR welrhei m der Gi undrißebene 
liegt nnd o,. zum Mittelpunkte hat; a^ und («,.) haben von jedem 
Punkte der Achse Z^ gleichen Abstand. Man sucht nun jenen Punkt /(,, 
der Achse Z,., für welchen auch die axonometrischen Bilder dieser 
Abstände gleich sind: Eine Büdebeue durch (»J trifft die Achse Z^ 
in o^j eine Bildebene durch «,. im Punkte s; dann ist der Halbierungs- 
punkt /(.,. der Strecke o^ von den beiden Bildebenen gleich weit entfernt 
und die axonometrischen Bilder der gleichen Strecken h^u^. und /',,((',.) 
müssen gleich sein. 

Die wahre Länge von oa wird demnach in folgender Weise be- 
stimmt: Das Stock der .Jf- Achse zwischen o und der durch a gelegten 
Bildebene wird in It halbiert; der Kreis durch a mit dem Mittel- 
punkte h schneidet auf der zu xy parallelen Geraden durch o die 
wahi'e Länge o{a)ab. 

Die Umkehrung dieser Aufgabe, auf einer Geraden G durch o 
eine gegebene Strecke axonometrisch aufautrageu, kann folgend ge- 
löst werden: Da für jede Gerade das axonotnetrische Bild eiuei- auf 
ihr liegenden Sti-ecke nnd deren wahre Länge in einem konstanten 
Verhältnisse stehen, so sucht man zuerst wie froher (Fig. 95) die 
wahre Länge einer Strecke ou von G (am einfachsten wählt man a 
in der Bildebene); eine Parallele zu {d)a liefert zur gegebenen Strecke 
ö(p) das Bild op. 

Hat die Strecke, deren Länge bestimmt werden boU, nicht einen 
Endpunkt in o, so verschiebt man sie parallel, bis ein Endpunkt mit 
zusammenfällt. 

Diese Konstruktion läßt sich auch für eine Gerade G,,, welche 
nicht in einer Koordinatenebene liegt, ausführen, da analoge Betrach- 
tungen für eine beliebige die /?-Achae schneidende Gerade gelten, oder 
z, B. die Ebene GG' zu einer Koordinateuebene gemaelit werden kann; 
doch wird in diesem Falle die Umlegnng dieser Ebene rascher zum 
Ziele ftthren. 

In ähnlicher Weise iäöt sich aiicli die .Frage beantworten, wie 
man in einer Koordinateuebene eine axouometriseh gegebene Strecke 
auf einer Faltinie auftragen kann. Wenn auch diese Aufgabe pi-ak- 
tisch kaum Verwendung findet, so ist sie doch für die Theorie der 
Kegelschnitte von Bedeutimg und soll hier als Anwendung der axono- 
metrischen Projektionsmethode angeführt werden: 
ß Zwei von 0^ ausgehende gleiche Strecken der Grundrißebene, von 

denen eine normal der Bildspur ist, haben die Bilder oh und ö» 
(Fig. 96). Alle Punkte p, deren Entfernungen von ö,, und h^ gleich sind, 
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liegou in der Symmetrie ebene s von a^,h^, welche vertikal ist, iiud 
(leien axouometrisebe Gnmdrißepur o)ii das Bild ah halbiert. Sollen 
auch die axonometi-iachen Bilder pa und pb gleich sein, so muß p 
von den durch a,. und h^ gehenden Bildebenen gleiche Abstände haben, 
d. h, p muß in der duroh m gehenden Bildebene liegen, welche s in 
ins^ schneidet.^) 

Es handelt sich nun darum, von )»«i einen Punkt zu finden, wemi 
a gegeben ist. Nach früherem (Fig. 73) erhält man einen Punkt von 
m^i (der Bildspur von s), weim man in dem Dreiecke, dessen Seiten 
X, Y und die Parallele zu Z durch in sind, den Höhenschnittpunkt li^ 
sucht. Ebenso erhält man einen Punkt der Bildspur as für die durch 
a und Z gehende Ebene, wenn man in dem Dreiecke, dessen Seiten 
X, Y und die Parallele zu Z durch u sind, den Höhenscbnittpunkt h 
sucht. Das zweite Dreieck ist doppelt so groß als d^ erste, also auch 
oh doppelt so groß als o\^')- daher läßt sich li^ bestimmmen, wenn a 
gegeben ist. 

Die zu Od axonomefcrisch gleiche Strecke ob auf der Fallinie doi- 
Grundrißebene wird demnach in folgender "Weise bestimmt: Man legt 
durch ffl die Bildebene, schneidet az mit der zu xy piU-allelen Geraden 
durch in h und halbiert die Strecke oh in \. Der Kreis durch c- 
mit dem Mittelpunkte h^ schneidet auf der Fallinie durch o einen 
l'unkt h aus, so daß ol) und oa axonometrisch gleich sind. 

1) Zu dieaem Geaultato führt auch folgende Überlegnag; Die Symmekale 
ttin^ yon ah stellt auf dem Bilde od in. w normal, ist daLor die Bildspur der 
KU B^&,, normftlen Ebene durnli «i,., wenn man duicli iii,. die Bildebene legt. 

2) I^umlicJi läßt siuli dies in folgender Woiae wklili'eii: Faßt man 7», ft, 
und ft, ;sU als Bilder von Punkteu der Strecken a"«, in^ nud ö^ifj (tuf, ao 
liegen ihre axonometriHciieu ÜramdrisBe li, ft,', Ä,' in oa, om und oh auf einer 
KU oft parallelen Geraden; denn die Bilder Ä ftj fi, teüen die Strecken ä«, STs^, 02, 
im gleichen Verhältnisse, da o die zur Grundrißspur gehörige Höhe aller Spuren- 
dreiecke in demselben Verhältnisse teilt; daher müssen auch die axonometrischen 
Grundrisse fi.', fi/, ft,' die Strecken äö,mo,ho im gleichen Verhältnisse teüen, 
also auf eiuer au aS parallelen Geraden liegen. Dann liegen auch die Punkte, 
deren Bilder A 7(, Aj sind, »uf einer Geraden und \ ist der Halbierungspunkt von 
fi^, weil fei' die Strecke Ä'ft^' halbiert. 

Oder it^z,in,.!i^,\Zj sind drei Erzeugende eines hyperbolischen Paraboloides, 
welches Z, und a^,\ &x Leitlinien und die Bildebene zur Leitebene besitzt. Zu 
den Erzeugenden dieser Schar gehört auch die Gorade G^, welche man durch o,. 
pai'allel au xy aieht, weil sie Z^ und «,.6,. schneidet und aur Bildebene parallal 
ist. Jede Ebene durch G^ schneidet das Paraboloid in einer Erzeugenden Lj._ 
der aweiten Schar. Eine solche Erzeugende L^ wird durcli die Grundrißebene 
ausgeschnitten und enthält die Punkte a/iii^b^.; eine andere Erzeugende wii'd 
durch die bildflächprojizierende Ebene von (?,, ausgeschnitten und enthält die 
Punkte, welche sich in A, fe[,7i, abbilden. Da alle Erzeugenden X^ die drei 
Braeugenden der ersten Schar im gleichen Verhältnisse schneiden, so ist 
HW)'■.mh'=%\:^l^\, also /ij der' Halbierungspuukt von AÄj. 
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VIII. Der Ki-eie. 



VIII. Der Kreis. 

Das Lixoüometrisclit; Bild eines Kreises ist uls seiiii! orüiogoüiilo 
Projektion auf die Bildebene eine Ellipse.^) 

Der Kreismittelpunkt m^ liat zum Bilde den Mittelpunkt m des 
ülliptiseheu Kreisbildea , weil die Eigenschaft des Punttea m^, alle 
duicli ihn f^eLeuden Sehnen zu halbieren, in der Projektion erhalten 
bleibt. Jede durch m gehende Gerade D wird Ellipbciiduiclimesser 
genannt und halbiei-t als Bild eines Rrpisduichmessei') eine Sehai; 
paralleler EllipeensehneUj enthält die Schnittpunkte dei Tangenten in 

1) Ea sei hier k. B. der Beweis angefahrt, wbIüiph BJasdl im 4G Jahres- 
berichte der Landes- OberrealBchiile in Graz 1897 gibt 

Fig. 07 Wählt man die Bildebene durch den Mittelpirnkt eines Kreiaes so ist das 

Verhiiltnia jeder zur Bildapur normalen halben Eieissehne s zui Bilddistan» d 
ihres Endpunltl«a konstant und zwar gleich dem Veihültm^se des znt Bildspiir 
normalen KreiaradiuB a anr Bilddiatanz e seines Endpunktes also i 7 = u ; e. 
Legt man (Fig. 97) den Kreis in die Bildebene um md tiägt auf der Tangente 
(T) eines Punktes (p) von diesem aua seine Bilddist*n d nach beiden Seiten 
auf: (iJ)(«i) = (pk^s)^ '^ 80 treffen die Parallelen zum Kieiaxadins von {p) 
durch (»i|) irnd (lij) die Bildspur in zwei Punkten /, und f^ welche unabhängig 
von der Wahl des Pnnki^s (p) sind. Denn die Paiallele zu (i) duich m liefert 
ein Dreieck ■m(k)/'j, welches S,hnlieh zu {p)piin ist dahei muß d = i : mf\ , 
ftlao Hi^i i=e=^m^, sein. -~ Projiziert man die Strecken f\p, und f^p^ auf dio 
Bildebene, so sind ihre Projektionsdreiecke kongruent mit f,ip){n{) und ^j(p)(w,); 
daher sind die Projektionen /",y und f\p reepekÜTe gleich /Krt,) und /,(«,)! 
die Projektion p von p^ ist der Schnitt der beiden KreiBe mit den Mittelpunkten f^ 
und f^, welche (T) berühren; also ist- J[p + f^ = fJ^Qi + f,(^~t) = 3 "' {fj = 2 «, 
d. h. der Ort der Fri^jektionen p der Kreispunkte p^ ist eine Ellipse mit den 
Brentt^iuiiMen f, iwid /, mtd dm- graßen Adt&e 20 (Eceisdurehmeaser). Die Pro- 
jektion des Bur Büdspur normalen Kreisradius heißt itieiiie Halbadise h und es 
ist a^ — &* = e' (Quadrat der Exeentrizitüt). — Umgekehrt kann jede Ellipse 
als orthogonale Projektion einea Kreises aufgefaßt wei'den, welchen man erhält, 
wenn man den umschriebenen Kreia um die große Achse dreht, bis der Endpunkt 
des zu ihr normalen Radiua die Bilddistanz e bat. — Die Tangente in einem 
EUipaenpunkte ist die Projektion der zugehörigen Kreistangente, also für den 
Punkt p die Gerade pt. Da j> der Schnitt zweier Ki'eise ist, für welche f ein 
äußerer Ähnlichkeitspunkt ist, so muß pt mit tien zugehörigen Kreisradieu f^p 
und /jj) gleiche Winkel eiuBohließen , d. h. die Eüips&ntmigmite eines Pwnktes 

Fig. 08 Jialbiert de» Winkel seiifer Xieitstrahlen. — Daraus folgen 5ie bekannten Eigen- 
schaften der Ellipsentangenten: Legt man durch einen EUipsenpunIct p wnd die 
Bi-ennpimlcte f^f^ einen Kreis (Pig. 98), so eniÄäft dieser die Scfmittpwikte der 
Tangente mid IforimiU mit der kleinen Achse. — FäJH man von /j (Fig. 98) auf 
eine BUipsentangente T die Normale, und schneidet diese die Tangente in n^ 
und den Leitstrahl f, p in 3, , so ist wegen i\p=^ pff[ die Strecke /"j p, ^ 3 a ; da 
fin^^rt[gi und f^ni^=ittfi ist, bo ist »»^1 :=«, d. h. ifer Ort der Fußpmikte 
der Normalen von den Brennpunkten auf die ElUpsentfmgenten ist der ttm- 
schriebene Kreis. 
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den , Endpunkten dieser Seimen und geht durch die Berührungspunkte 
der zur Sehnenachar parallelen EJUpeentangenteu. Die Richtung dieser 
Sehnen wird sum Durdnnesser Iconjugiert genannt. Ein Ellipsendurch- 
messer ist nui' dann zu seiner konjugierten Sehnenschar normal, -wenn 
diese zur Bildspur der Kreisebene parallel oder normal ist. Zwei 
Durchmesser, Ton denen jeder die zum anderen parallelen Sehnen 
halbiert und jeder zu den Tangenten in den Endpunkten des anderen 
pai'allel ist, heißen konjugierte Durchmesser. Sie sind die Bilder der 
Paare zueinander normaler Kreisdurchmesser. Jenes nonnale Kreie- 
durchmesserpaar, das einen zur Bildebene parallelen Sehenkel besitzt, 
liefert als Bilder ein Paar konjugierter Durchmesser der Elbpee, welche 
normal sind und Äohsm der Ellipse heißen. Sie sind identisch mit 
den Symmeüieachsen der Ellipse, yon welchen eine die Brennpunkte 
enthält. 

Verbindet man die Endpunkte eines Durchmessers mit einem 
Ellipsenpunkte, so heißen diese Seimen Sii})plemeiitarsehnm; sie sind 
die Bilder zweier normten Kreissehneu und daher parallel zu den 
Richtungen zweier konjugierten Durchmesser der Ellipse. 

ÄUe Durchmesser des Kreises werden in der Projektion verkürzt 
außer jenem, welcher zur Bildebene parallel ist (die Kreistangenten in 
seinen Endpunkten bleiben auch im Bilde zu ihm normal). Sein Bild 
ist die große Achse der Ellipse, d. h. das axonomekische Bild eines 
Kreises ist eine Ellipse, deren große Aclme mir Bildspur der Kreisehene 
paraüel und gleich dem Kreisdurckmesser ist. 



Es soll das axonometrische Bild eines Kreises bestimmt werden, 
welcher in einer Koordinatenebeoe liegt und von dem man das BUd in 
des Mittelpunktes und den EaditiS kennt: 

1. Legt man durch den Kreismittelpunkt die Bildebene, so ent- Fig. 9i» 
hält die Bildspur die große Achse der Ellipse; die Umleguug des 
Kreises fällt mit dem der Ellipse umschriebenen Kreise zusammen; 
aiis der Umlegung kann man die einzelnen Punkte des elliptischen 
Bildes bestimmen, indem man die TJmlegung des Koordinatenanfangs- 
punktes sucht und dann, wie im früheren Abschnitte gezeigt wui-de, 
die Bilder der einzelnen Punkte (durch Affinität) ableitet; insbeson- 
dere gibt das Büd des zur Bildspur normalen Kreisdurchmessers die 
kleine Achse der EUipse (Fig. 99). 

Da das Verhältnis aller zur Bildspur normalen Kreissehnen zu '''JK- lOO 
dei-en Bildern gleich dem Verhältnisse der großen zur kleinen Achse 
(a : ')) ist, kann man eine Ellipse aus a und ft konstniieren, indem 
man alle zur großen Achse normalen Sehnen des umschiiebenen Ki'eiaes 
im Verhältnisse ö : n verkürzt. Dies geschieht am einfachsten, wenn 
man (Fig. 100) den umschriebenen Kreis K^ und eingeschriebenen 
Kreis K/^ mit einem beliebigen Durchmesser in p^ und p^ schneidet; 
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die Taiallelen lur h } und p^ /.ur kleinen i'eap. groläen Aubse tieften 
-pich m einem Ellipaeupunkte p, weil w':i'iP' = i'ä)B :j>^m = 6 »ist 
— Daduich ist auch die Aufgabe gelost, /mt eine Ellipse dte ScJmiU- 
punlte mit eriiei Geraden 'u- suehen, icdcite parallel sur f;roßm od(} 
1 Innen i.ehu iit 

Zieht min (Fig 100) dnveh 2> zum zugehÖvigen KJfeisiadiu^ die 
Parallele und bringt sie mit der Ideinen und großen Achse m 1 und 2 
zum Scbmtt, so ist pl = mpl = a und p2 = tnp^ = b.^) Wenn dahn 
lon einet EUtpsi die (/roße Achse ä^a^ iimd ein BunM p heltamit sind, 
laßt 'ii li datam die Lange der Meinen Achse hestimmen: Man nimmt 
die gl >Be Halbai^b^e m den Zirkel und ti'ägt diese Strecke von }> aus 
luf so daß der zweite Endpunkt 1 in der Symmetralen von u^n^ he^t 
} 1 '.(hneidet die gioöe Aob^e in 2- die kleine Halbaebse ist ^leicb p2 

11 2. Ist wieder (-Fig. 101) m das Bild des Mittelpunktes eines 

Kreises der Grundrißebene, so läßt sich die Lange der kleinen Halb- 
aebse des elHptiscben Bildes aueb bestimmen, indem man auf einer 
Fallinie axonometriscb den Kreisradius auftrat. Zu diesem Zwecke 
legt man die bildfiäebprojizierende Ebene durch Z nni; sie enthält die 
Fallinie durch o,,; auf ihr trägt man in der Ümlegung den Radius 
"(öXf) auf, dessen Bild ol gleich 'i ist. _ __ 

Trägt man in derselben Umlegung den Radius in (Z) als (o)(2) 
auf und bestimmt das Bild o2 dieser Strecke, so ergibt sich die Be- 
deutung von o2 ans den beiden rechtwinkligen Dreiecken {*>)(l)Oi und 
(2)(o)ö2; sie sind kongruent und haben die Seiten a,h,e, d, h. ö2 ist 
die Exzentrizität der Ellipse. Da die Koordinatenebenen zur Bild- 
eliene eine beliebige Lage haben, so folgt allgemein: 

Für jedes orthogonal axomymetrisehe Kreisbild irlhiUt man die Längte 
der Exzentrigität, wmn man die Länge, des Kreisraditts a/uf einer Nor- 
•malen mr Kreisehene axonomeiriscit aufträgt. 

3. Zieht man durch m Parallele zu den Bildern der beiden Achsen 
und trägt auf ihnen den Radius axonometriscb auf, so erhält man ein 
Paar konjugierter Durchmesser des elliptischen Bildes. Diese Kon- 
straktion wild sich besondeis empfehlen, wenn die Veiküiyungs 
luaßstibe odei Piopoitionalwmkel fiu die beiden Afhaen sthtm ge 
geben sind 

S' Um ■»U6 den konjugieiten DuKhmessem beliebig viele Ellip'^en 

punkte zu konstiuieien legt man (Fig 102'") durch einen Endpunkt e 

1) DaiauB eigilit suh die bekannte meübanisi-liB lii natrnktion mit HiHe 
eines Papieratreifens Man tiÜRt auf dieseni die beiden Halbachsen yon emeio 
Punkte j) aus (in deraelLen liichtimg) »uf pl^=a pi^h Uewegt man den 
Papierstreifan it , daß 1 immei aut dei kleinen Ai.li'^e und. 2 anf dei gießen 
Acliae bleibt so heachieibt p die Flli) se 
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eine beliebige Gerade G und sclineidet sie mit der axono metrisch 
Normalen durch den aaderen Endpunkt (/ des Durchmessers. Die 
axonometriech Normale läßt sich bestimmen, da außer den Richtungen 
der konjugierten Durchmesser ah, cd auch die Seiten des Parailelo- 
gi-ammes ahcd Bilder normaler Geraden sind. Sucht man den axono- 
metrischen Höhenschnitt li des Dreieckes cdl, so ist (//* die axono- 
metrisch Normale zu 6 und schneidet G im Ellipsenpunkte x.^) 

Da in jeder Ebene noch ein Paar axonometrisch normaler Gera- Fig. lOa*- 
den bekannt ist, nämlich die Bildspur und Fallinie, so läßt sich die 
eben erwähnte Bestimmung beliebiger Punkte des elliptischen Bildes 
auch durchführen, wenn nur die Länge ehies zu einer Koordinaten- 
achse parallelen Diirchmessers d^ Kreisbildes bekannt ist. In Fig. 102'' 
ist für einen Kreis der Aufrißebene ah das Bild des zur 2^- Achse 
pai-allelen Durchmessers, Die Parallelen durch a und h zur Bildspur 
und Fallinie schneiden sich in einem Punkte p des elliptischen Bildes. 
Um auf einer beliebigen Gei-aden G durch a einen EUipsenpunkt x 
zu bestimmen, schneidet man G mit der axonometriseh Normalen 
durch b; diese bestimmt sich aus dem asonometrischen HÖhensehnitt 
des Dreieckes alh. 

4. Das Bild des Mittelpunktes eines in der Aufrißebene liegenden Fig. lOS 
Kreises sei m (Fig. 103). Dann ist die große Achse a^n^ des elliptischen 
Bildes normal zu Y und gleich dem Xreisdurcbmesaer. Zieht man 
durch a^ und a« Parallele zn den Ächsenbüdern X und Z, so schnei- 
den sich diese in den Punkten p und q der Ellipse, weil %j»«s imd 
Oigog die Bilder von i-echten Winkeln sind. Dadiirch ist die Ellipse 
bestimmt, weil man beliebig viele EllipsenpunTite erhält, wenn man 
durch (fj eine Gerade G zielit und (wie fiühei gezeigt nurdel mit 
dpi ixononietrisch Noimalen duich ö, schneidet 

Die=!e Konstruktion von Ellipse npunkten ) aus dei gießen Athae 
und der Richtung eines konjugierten Dnichmeaserpaaies zeigt, daß 
ille Punkte X auf einem Kieise Legen, wenn anßei den Achsen noch 
em Piar konjugierter Duichmesser normal smd, d h u^-nn m iine) 
FÜipbe itn Paaie l\,mfUQieiki Dtinhmei,i,et immoj ■iirul w smd is 
alle, und die Lfkpse i<it nn A*e!s 

Man kann lueh aus dei großen Achse k^u^ und einem Plhpsen t,^ 103 
punkte diiekt die kleme Achse bestimmen (Fig 103} Biingt miii 
die Noimale zui gießen Achse duich q mit dem umschntbenen Kieiso 
111 {/j 7um 'Schnitt und den Radius m^, mit dei P\i'allelen zui gioßen 
Aüise duich q so liegt diesei Schnittpunkt q auf dem tingeschiie 
benen Kreise (veigl Fig 100) — Odei man wihlt jj ali Mittelpunkt 

1 \iii,h alle in Fig (7 — 1 iii^eilhrten Konstruktionen einei asononiptiis li 
NoiraalPH wenn he Bildei wtiei gleich langer noimalei '^tr^,^kpn gegeben sind 
können iiir Bestiminnng voi rilqiaeni unkten aua zwei k ujugieiten Durch 
■\ veiwendet weiden 
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eines Kreises mit dem lladius ma^ und schneidet ihn mit der Sym- 
metralen von a^a^ in 1; der Radiiis pl trifft die große Achse in 2, 
und p2 ist die Lange der kleinen Halbachse (vergl. Fig. 100). — 
Oder pa^ und pa^ schneiden die Symmetrale von i\d^ in den Punlden 
)■ nnd s, so daß die kleine Halbachse die mittlere, geometrische Pro- 
portionale von mj- und ms ist: &* = m)' ■ ms. ■*) 

^'ig. lOö 5. Das Bild des Mittelpunktes eines Kreises der Grundrißebene 

sei m (Fig. 105). Die große Achse ~a~'a^ des elliptischen Bildes ist 
normal zu Z und gleich dem Kreisdurchmessei'. Man sucht wieder 
einen Punkt p des elliptischen Bildes, indem man durch u^ '■^'^^ "^i 
Parallele zu X und F zieht. Bringt man »iP und a^p mit einer be- 
liebigen Nonnalen zu %Ö3, k. B. der kleinen Achse in s und r zum 
Schnitt, so geht die Tangente T Ton p durch den Halhierungspunkt ( 
von rs.^) 

Nun zieht man die Normale von p, welche die kleine Achse in n 
triift; der Tfreis über ptn geht durch die Brennpunkte. — Oder man 
schneidet den Kreis über a[ä'^ mit der Tangente T in den Punkten 1 
und 2; die Normalen zu 2" in 1 und 2 gehen durch die Brennpunkte. — 
Oder man zieht durch p die Parallele zur großen Achse und schneidet 
sie mit der kleinen Achse in p^; dann ist h^ = mt ■ iüp^.^) 

Fig. 108 G. Das Bild des Mittelpunktes eines in der Seitenrißebene liegen- 

den Kreises sei m (Fig. 108). Die große Achse a^ä'^ des elliptischen 
Kreisbildes ist normal zu X Zieht man durch m die Parallelen zu 
¥ und Z, so schneiden sie die Seheiteltangenten Ä^A^ in den Punkten 
einer Ellipsentangente T^); diese sehneidet den Scheitelkreis über a^'ü^ 
in zwei Punkten, deren Normalen (auf T) durch die Brennpunkte 
gehen. 

Fig. 104 . 1) Dies folgt aus BeBieliungen am Kreise: Vei'bindet man (Fig. 104) die 
Endpunkte a^ Oj eines Kreiadurchmessers mit dem Periphariepunkte p und bringt 
diese Geraden mit dem normalen Durchmesser in r tind s zum Schnitt, so sind 
die Dreiecke mra, und ma^s ähnlich, also ist mf ;»««( = m a^ : iws oder 
«ir : mb, = mb, : ms; diese Proportion bleibt bei Parallelprojektion erhalten, 

Fig. 106 2) Dies folgt ans ßeniehungen am Kreise; Bringt man (Fig. 106) die Tan- 

gente. T den Kreispunktes p mit den parallelen Tangenten Ai und ..Ij in 1 und 2 
zum Sthiiitt, HO ist Im normal zu pi,, daher parallel zu pa^, und Sm normal 
KU p «, , daher parallel za pa,i folglich «, 1 == 1 a, und o^ 3 ^ 2 Cj ; die Geraden 
pciiiPiii und T schneiden jede au a,a^ normale Gerade in drei ilquidiatantftn 
Punkten; daher ist rt = fs. 

Fig. 107 3) Zieht man (Fig. 107) duich einen Kieispunkt p die Tangente \md die 

Parallele zum Dnrehmesaer a, a, und bringt die<ie Geraden mit dem normalen 
P«3'chmeaBer in i, imd p^ zum Schnitt, w sind die Dreiecke i"pt, und iiip,p 
ilhnlich'imd es ist mt, : mp = mp w^ odei mt, m\ = mb, mp^ ebenso ist 
)«(, : Sräj '^ Wal •■inp^. Diese Pioportionen bleiben bei Paiallelprojektion pi 
haiten. 
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Man kaun auch den Bertthrungspvmkt p von T finden, indem 
man durch «^ zu Z oder durch a^ im Y eine Parallele zieht; die 
kleine Achse kann dann wie früher, in 5. bestimmt werden. 



Ein Kreis, welcher' in einer Koordinatenebene, z. B. der Grund- 
rißebene liegt, soll asonometrisch dargestellt werden, wenn das Bild m 
des Mittelpunkten und das Bild T einer Kreistangente gegeben sind. 
Daß hier das elliptische Bild schon durch m nnd T bestimmt ist, 
folgt daraus, daß man die Lage zweier konjugierter Durchmesserpaare 
kennt, nämlich die Parallelen zu den Bildern der Koordinatenachsen 
und die Eichtungen der Ellipsenachsen. , Aus diesen hissen sich die 
Richtungen aller konjugierten Durchmesserpaare als axonometrisch 
nonnaler Geraden bestimmen. 

Der Berührungspunkt p von T liegt auf der axoDometrisch Nor- Fig. i 
malen durch m, deren Richtung oh man mittels des axonometri sehen 
Höhenschnittes bestimmt (Fig. 109). Die Längen der Achsen werden ge- 
funden, wenn man mit jeder Achse die Tangente T und die Normale zur 
Achse durch j> schneidet; es ist dann a^ = mt,-mp\ und h^^mt^-mp^ 
(vergl. Fig. 107). — Oder man kann dem Dreiecke, dessen Seiten die 
Ellipsenfcangente und Ellipseunormale von p und die kleine Achse sind, 
einen Kreis umschi-eiben ; auf ihm liegen die Brennpunkte; die Fuß- 
punkte der Normalen von den Brennpunkten auf T liegen im um- 
schriebenen Kreise. 

Ist von dem Kreise einer Koordinatenebene das Bild des Mittel- 
ptmktes ijmd, eines PeripheHepu/nJctes gegeben, so kann man auf mp in p 
die axonometrisch Normale errichten und hat dann den früheren Fall. 

Aus der direkten Bestimmung dieser axonometrisch Normalen ku 
mp ei^ben sich leicht einige interessante Ellipeeneigenschaften : 

1, Ist q (Fig. 110) der zweite Endpimikt des Durchmessers mp Fig. 
und zieht man durch p und q Parallele zu den Achsenbüdern X 
und Y, so schneiden sich diese in einem Ellipsenpunkte 1; zieht man 
durch p und q die Parallelen zu den Achsenrichtungen des elliptischen 
Bildes (Bildspur und Fallinie)", so erhält man einen EUipsenpunkt 2. 
Die erwähnten Geraden durch 1 und 2 haben noch zwei Punkte r 
und s gemein, deren Verbindui^slinie rs (als axonometri sehe Höhe 
des Dreieckes pqf) die Richtung des zu mp konjugierten Dureh- 
messers oder der Tangente in p gibt. Die Elüpsentängenten in 1 
und 3 gehen durch den Halbierur^spunkt t von fs (vergl. Fig. 106). 
Weitere Punkte der Ellipse können wie in Fig. 102'' bestimmt werden. 
Diese Konstruktionen gelten ganz allgemein, wenn von einer Ellipse 
zwei Paare konjugierter Durchmesser und ein Punkt gegeben sind. 

2. Läßt man (Fig. 111) den Kreismittelpunkt mit o zusammen- Tig, 
lallen, so erhält man zu op^D die axonometrisch Normale, d, h. den 
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konjugierten Durchmesser, wenn man (^urch o^ eine zn 7)^ normale 
Ebene « legt und deren axonometiische Grund rißspur a'' sucht; k'' 
geht durch s normal zu op und schneidet xy in einem Punkte d' der 
Spur «', d. i. des zu 1) konjugierten Durchmessers D'. 

Der Punkt s ist Höhenachnittpunki der Dreiecke oxy und odd'; 
d. h. alle konjugierten Durchmesserpaare bilden mit einer Parallelen P 
zur großen Achse Dreiecke, deren Höhenschnittpunkt derselbe Punkt 
der kleinen Achse ist, oder: 

FäUt mcm von emem Punkte der kleinen Achse die Normale auf 
einen Burchmp^ser und hingt sie mit dem konjugierten Bm-chmesser 
mm Schnitt, so liegen äße diese Schnittpunkte auf einer Pardlelen P 
zw großen Achse. 

Vi^. 111 Früher (Fig. 74) wurde gezeigt, daß für zwei Dreiecke, welche 

zwei Seiten gemeinsam haben und deren dritte Seiten sich in einem 
Punkte d noi-mal schneiden, die HÖhenschnittpunkte mit d auf einer 
Geraden liegen. Zieht man also durch d (Fig, 111) die Parallele P' 
zur kleinen Achse und sucht für die Dreiecke, welche sie mit den 
konjugierten Durchmesserpaaren bildet, die Höhenschnittpunkte, so 
müssen sie auf ds und auf der Höhe des Punktes o liegen, sind also 
identisch; der frühere Satz gilt also für beide Achsen in gleicher 
Weise und liefert ein Mittel beliebig viele konjugierte Durchmesser- 
paare zu finden, wenn außer den Achsen em solches Paar XY ge- 
geben ist: Man zieht eine Parallele P zu einer der Achsen, sucht im 
Dreiecke X TP den Höhensehnittpunkt und bestimmt aus diesem 
und den Seiten DP eines neuen Dreieckes die dritte Seite D'. 

Fig. 112 3. Läßt man (Fig. 113) den Kreismittelpunkt mit o zusammen- 

fallen und legt durch p die Bildebene, so ist pg die EUipsennormale 
in p; denn die Tangente von p ist asonometrisch normal zum Durch- 
messer op, steht also normal auf der Büdspur pis der durch op gehen- 
den vertikalen Ebene. — z ist der Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
die Ellipse doppelt berührt imd xy ist die Berührungasehne. Sucht 
man also für einen auf der kleinen Achse liegenden Punkt s als 
Mittelpunkt den die Elhpse doppelt bei'ührenden Kreis, so erhält man 
einen Punkt (x oder g) der zm-, großen Achse parallelen Berührungs- 
sehne, wenn man einen Durehmesser (X oder Y) mit der durch ^ 
gehenden Normalen zum konjugierten Durchmesser schneidet. '^) 

Für die axonometri sehen Bilder aller konzentrischen Kreise sind 
die konjugierten Durehmesserpaai'e identisch. Schneidet man diese 
elliptischen Bilder mit einer zur großen Achse parallelen Geraden P, 
so gehen für alle Schnittpunkte die EUipsennorraalen durch denselben 
Punkt, nämlich den Schnittpunkt g der durch P gehenden Bildebene 

1) Dies fährt zur Bestimmung einer Ellipse, wenn die Lage der Achsen 
und eines koiyugierten Dutchmesaerpaares und ein doppelt berübtendet Kreia, 
gBgeheit sind. 
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mit der ^-Ächse. — WäUt man insbesondere jenes Kreisbüd, welches 
P berührt, so ist s der Krümmungamittelpunkt des Scheitels b der 
kleinen Achse. Mtm erhalt also den Erümmungamittelpmzkt für den 
ScheUel h der Ideinen Achse einer Ellipse, wenn man die Sdieiteltamgente 
mit einem beliebigen Durchmesser sdineidet und vom Schnit^unkte die 
Normale a/iif den hongugierten Durchmesser fällt.^) 

Früher wurde gezeigt (Fig. 73), daß man einen Punkt h der Bild- 
spur oder EDipsennormalen ps auch in folgender Weise erhalten kann: 
Man sucht den Höhenschnifctpunkt h des Dreieckes, dessen Seiten X, Y 
und die Parallele P' zu Z durch p sind. Der Punkt h ist dajin der 
Schnittpunkt der Eüipeennor malen mit der großen Achse der Ellipse, 
also der Mittelpunkt eines die EUipae symmetrisch zui- großen Achse 
doppelt berührenden Kreises. Obiger Satz zur Bestimmung eines 
doppelt bertthrenden Kreises gilt daher für beide Achsen in gleicher 
Weise. 

Der Punkt h bleibt unverändert, wenn sich p auf der Geraden P' 
bewegt. Durch /( gehen für die axonometriechen Bilder aller Kreise 
mit dem Zentrum o die Ellipsennor malen der auf einer zur kleinen 
Achse parallelen Geraden P' liegenden Punkte; h ist insbesondere der 
Krömmungsmittelpunkt des Scheitels jenes elhptischen Kreisbildes, 
welches P' berührt. Die früher angegebene Konstruktion des Krüm- 
mungsmittelpunktes gilt daher für die Scheitel der kleinen und. 
großen Achse, 

Eine direkte Bestimmung der Adisen eines asonometrischen Kreis- 
bildes, weim das Bild des Mittelpunktes und einea Peripheriepunktes 
gegeben sind, liefert auch die Bestimmung der wahi-en Länge einer 
Strecke durch Paralleldrehen zur Bildebene. 

.Denkt man sieh wieder (Pig. 113) den Mittelpunkt eines Kreises Fig. ll.T 
der Grundrißebene im Koordinatenanfangsp unkte, so ist die große 
Halbachse im^ die wahre Länge des Halbmessers o,,fti. Legt man (vergl. 
Fig. 95) durch p die Bildebene, so ist der Halbierungspunkt li von 
oi der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch p und die Scheitel 
der gi-oßen Achse des elliptischen Ki-eisbüdes geht; dabei ist s der 
Schnittpunkt der Ellipsennormalen von p mit der kleinen Achse. 

1) Wenu man die ümlegung von o^ um hz sucht, so ist 6(o) die wahre 
Linge von h alMO gleich der großen Halhaohee des Kreißbildes, wenn fco die 
kleine Halba(,h^e ist; daher ist (o) der BrennpuiLkt. Dies führt zu der bekannten 
BeBtimmung des Krümmungsmittelpunktes für den Scheitel & der kleinen Achse; 
Man fitUt in f luf Jyf eine Nonnale und bringt sie mit der kleinen Achse anm 
Schnitt — Ühngens ist dies nur ein besonderer Fall dea Satzes, daß jede Tan- 
gente nnd Normale eines Ellipsenptinktes die kleine Achse in einem Pnnktepaar 
treften welches die Durchmeaaerendpunkte eines Kreises dnreh die Brennpunkte 
darstellt 
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Dieser Paukt A bleibt nnvemndert für alle Punkte p eiaer zur großen 
Achse parallelen Geraden F, also auch füi' das Kreisbild, welches P 
bertthrt; daraus folgt: 

Legt man durch die Scheitel %ag der großen Achse eiwer EU^e 
und einen Scheitel \ der Udnen Achse einen Kreis, so halbiert sein 
MiUelpmütt die Strecke swisch&n dem Krüimnwngsmittelpunkte von \ 
•wnd dem EUipsemnittdptmkte. 

Der Punkt s ist der Höhenschnittpunkt eines Dreieckes, welches 
P (die Parallele durch p zur ^oßen Achse) mit einem konjugiei-ten 
Durchmesserpaare (X und Y) bildet. Sucht man den Höhenschnitt /(' 
des Dreieckes, welches die zur kleinen Achse parallele Gerade P' 
durch p mit einem konjugierten Durchmeseeipaare (X und Y) bildet, 
so ist h' der Schnitt der ElUpsennor malen ps von p mit der großen 
Achse und nach Fig, 96 ist der Halbierungspiinkt \ der Strecke oh 
der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch p und die Scheitel der 
kleinen Achse geht. Die Punkte /*' und Ji^ bleiben unverändert für 
alle Punkte p der Geraden P', also auch für das Kreisbild, welches 
P' berührt; daraus folgt: 

Legt man ditrch die Scheitel W der Meinen Achse einer Ellipse 
mid einen Scheitel a, der großen Achse einen Kreis, so halbiert sein 
Mittelptinkt die Strecke ^awisdien dem Krimvmimgsmittelpunkte v<m «j 
und dem ElUpsemniUe^nkte. 



Noch eine interessante Ellipseneigenschaft ^ßt sich aus der Be- 
stimmung der wahren Länge eines Kreisradius, dessen Bild öp gegeben 
ist, ableiten: 
?ig. 114 Legt man (S'ig. 114) durch p die Bildebene und bestimmt die 

wahre Länge von öp durch Umlegen des Dreieckes op^, so ist (ojp 
die wahre Länge des Kreisradius a\ sei femer f der Schnitt von (o)p 
mit der großen Achse des elliptischen Bildes, *o liegen (p)ofs auf 
einem Kreise; daher smd die Wmkel o::f und o{o)f gleich und — 
da das Dreieck p(o)s lechtwmkhg ist — auch gleich dem Winkel 
{o)0p; die Dreiecke ozf und [o]zp sind demnach ähnlich und es ist 
of : (p)p = "öz : {o)z Da {o\s die wuhie L^nge von ö^ ist, so be- 
deutet of die Ijänge des Bildes des auf Z^ aufgetr^enen Kreisradiue 
und f ist der Brennpunkt deb elbptisc/iet) Ktet&bUdes. — Diese ein- 
fache Bestimmung des Biennpunktes f liefert gleichzeitig den Beweis, 
daß der zwischen einem EUipsenpunkt p und der kleinen Achse lie- 
gende Abschnitt dei Noimalen von ;), auf emen Leitstrahl von p 
projiziert, die große Halbachse dei Ellipse gibt ^i 

I) Dies könnte auch dazu benutzt werden, um. aus der a\ono metrischen 
Daf Stellung des Kreise« abzuleiten, diß che Tingente den Winkel der Leit- 
strahlen talhiert. 
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Alle diese Betrachtungen gelten auch für das axoiiometrische 
Bild eijies Kreises, welcher in einer heiiehigen Ebene liegt; demi in 
jeder solchen Ebene lassen sich die Bilder von zwei Paaren rechter 
Winkel angehen, von welchen einer wieder als Rechter erseheint. 
Insbesondere kann man ein neues Koordinatensystem einführen, in 
welchem die Ereisehene zu einer Koordinatenebene wird; das neue 
Achsenkreuz besteht dann aus Parallelen zur kleinen Achse und einem 
konjugierten Durchmessei-paare des elliptischen Kreisbildes. 

Die angegebenen direkten Konstruktionen der Achsen eines ellip- 
tischen Kreisbildes werden bei der Lösung vieler Aufgaben mit Vor- 
teil verwendet und führen rascher zum Ziele als die Uralegung der 
Kreisebene in die Bildebene. 

Aufgaben; Drei Punkte sind axonometrisch gegieben; der durch sie 
gehende Kreis ist darzustellen. 

Ein Kreis der Gnmdrißebene ist darzustellen , welcher durch einen 
Punkt p geht und eine Gerade T ia t berührt. 

Durch eine Gerade G ist eine Ebene zu legen, welche mit der Grand- Fig. : 
rißebene einen gegebenen Winkel o einschließt: Man betrachtet einen 
Punkt von 6-, z. B. den Spurpunkfc v als Scheitel eines Kotationskegels, 
dessen Erzeugenden mit der Grundrißebene den Winkel a einschließen und 
wählt letztere als Basisebene. Vom Basistreis bestimmt man das axono- 
metrische Bild; der Mittelpunkt ist der axonometrische Grundriß v von v, 
die große Halbachse des elliptischen Bildes ist gleich dem Radius a des 
Basiskreises; um diesen zn bestimmen, sucht man die wahre Länge der 
Höhe vv' des Kegels. In Fig. 115 wurde vv' auf der 2-Achse aufgetragen 
(oÄ — vv'^, dann durch .^ die Bildebene gelegt und das Dreieck yoe 
gelegt; (o)e ist die Höhe des Kegels; daraus ergibt sich « als P 
des rechtwinkligen Dreieckes mit dem anliegenden Winkel a; trägt man a 
auf {o)s auf und sucht das Bild ol dieser Strecke, so ist dies die Es- 
zentriätät des' elliptischen Bildes. An die durch die Scheitel a^a^ und 
die Brennpunkte /j f^ nunmehr gegebene Ellipse zieht man aus dem Spur- 
punkte k von G die Tangenten; diese sind schon die Gruadrißspuren der 
gesuchten Ebenen s, und Sj. 

Durch eine Gerade G ist eine Ebene zu legen, welche mit einer be- 
liebigen Ebene e einen gegebenen Winkel a einschließt. Die Lösung unter- 
scheidet sieh von der vorhergehenden nur dadurch, daß jetzt 5 die Basis- 
ebene des Kotationskegels ist. 

Durch einen Punkt j) ist eine Ebene su legen, welche mit zwei Ebenen 
e^i^ die Winkel c, respektive a^ einschließt: AUe Ebenen durch jj, welche 
mit £j den Winkel a^ einschließen, umbüllon einen ßotationskegel, welcher 
die Normale aus p auf e^ zur Achse Aj^ hat und dessen Erzeugenden 
mit jIj den Winkel 90 — ßj einschließen. Alle Ebenen durch p, welche 
mit Ej den Winkel a^ einschließen, umhüllen einen Rotationskegel, welcher 
die ]Sormale aus p auf Sg zur Achse A^ hat, und dessen Erzeugenden 
mit jlg den Winkel 90 — Bj bilden. Die gesuchte Ebene muß die beiden 
Kotationskegel berühren. — Die Bestimmung der gemeinsamen Tangential- 
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ebenen an z^e Eotaboi ■ikegel mit demsell en Scheitel kdnn in f IgPiidei 
rig. llö Weise dm hgetuhi ^ol^Pll Sind (^Fig 116) ^j nd A^ die leiden m 
dei Zeichenflaehe liegenden Rotat onsarhsen m d fJ-^ C he zugehörigen 
l!,rzeu£tendpn dei bellen Kegel bo &i,hieiH n a,n den leiden Kegelfla hen 
wei kongruente Kugeln mit len Zentien o^ ual " ein Jede Tangential 
el ene diesei Kugeln welche duicl den gemeinsamen Scheitel p geht be 
luhrt auch die beiden Kegel Pie Tangentialebenen dei beiden Kugeln 
beröbiea entweder den kegel mit dem Scheitfl s welchei den Kugeln 
umschnebea ist odei den Zylindei mit der Achse o^o^ welcher den Ku 
geln umschrieben ist Dabei müssen die gesuchten Ebenen entwedei die 
O-eiade j s ^ & (wo der Halbierung spunkt von OjOg ist) ndei dit zu o^o 
parallele <Vende Sj durch j enthalten Wenn n in luieh S Ddet Sj an 
einen lei gegebenen Rotationskegel die Beiührungselenen legt so iind 
liese die gesuchten El enen Die Losung dei Autgabe gestaltet sich len 
nach folgend Man nimmt auf Aj^ emen beliebigen Punkt % an und 
sucht auf 4j jenen Punkt Og der von G diesell e Entfernung 1 at wie 
^ von Cr^ dann zieht man Im h jj eine (lende ^ nach dem Halbieiungs 
punkte s von o^u^ und eine Paiallele S^ zi j^ö^ Die Geraden 8 und \ 
1 nngt D in mit einer der Basisel enen der gegebenen Kegel ium 'schnitt 
unl z eht von den Schnittpunkten die Tangenten an den Basiskieis Diese 
ei 1 ange itenpaare bestimmen mit j jene zwei Elenenpaaie welche dei 
Aufgabe ent*.; rechen 
Fig. 11 In F„ 11 Yurde Ue Aufgabe durchgeführt für den Fall daß die 

Ne ^ m gl Winkel c ii d |i mit der GrundiiH unl Bildebene gegeben sind 
Die lio malen ^on p auf liese Ebenen sind p p und p p Die Ebene 
dieser Normalen wird in die Bildebene mittels des rechtwinkligen Drei 
eckes j) 1 2 umgelegt (die Bildebene wurde durch p gewählt) (p)p^A^ 
und {p)p sinl die Achsen 1er beiden Kotat on^egel In dei TJmleguntr 
bestimmt man das Geradenpaar {b'){S^^}. Für (S) wurde aus dem Schnitt- 
punkte (( mit der Bildebene das Tangentenpaar an den in der Bildebene 
liegenden Basiskreis gelegt; dieses gibt die Bildspuren e,'' und j^'. Aus 
der Umlegung ergibt sich auch der horizontale Spurpunkt h von S, durch 
welchen e/ und i^'' gellen. — In dei-selben Weise liefert S^ stwei Ebenen. 
Fig. 118 In Fig. 118 wurde der Fall behandelt, daß die Neigungswinkel mit 

der Grundriß- und Anfrißebene gegeben sind. Die beiden Normalen ^^jj/ 
und pJ^Pr" zu diesen Ebenen bestimmen eine Ebene n, welche in die Bild- 
ebene umgelegt wird. Die Bildebene wurde durch p' gewählt (ra' J_ X) 
und das rechtwinklige Dreieck p'p^l «ar Umleguug benützt In der Um- 
legung wurde 0^ in p' angenommen, (Og) dazu in (J.j) bestimmt und 
daraus (S) und (S^) gefunden. — Um das Bild S^ zu erhalten, wurde — 
da der Bilddurchstoßpunkt außerhalb der Zeichenfiäche liegt — das Bild 
von Oi{o^) gesucht und zu o^o^ durch p die Parallele S^ gezogen. Nun 
wurde der Kegel mit der Achse Ä^ ^p^p^' für die weitere Konstruktion 
benützt und das elliptische Büd des in der Grundrißebene liegenden Basis- 
kreises gesucht: Aus der Umleguiig erhält man den Radius, also die 
große Halbachse a des Bildes; p'2 ist das Bild des au.f (jIj) aufgetra- 
genen Eadius, also die Exzentrizität. An das durch a^a^f^f^ bestimmte 
elliptische Bild wird aus dem in n'^ liegenden horizontalcD Spurpunkte \ 
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von Sj^ das Tange ütenpaar gelegt; es bedeutet die GrundriBspuren i^' und 
i^'' der gesucliten Ebenen. — Die Tangenten aus dem Spurpunkte 7i von .S' 
liefern die GruEdrißspuren der beiden anderen Lösungen. 

Eine Ellipse ist gegeben als asonometrisehes Büd eines Kreises; es 
ist die Lage der Kreisebene i zu finden, wenn auch der as onometrische 
Gmndriß des Mittelpunttes gegeben ist: Legt man durch mm die Bild- 
ebene, so ist die große Achse der Ellipse die Bildspur von s; für die 
Ebene s kann man noch einen Punkt p^ angeben, dessen Bild ein Scheitel 
der kleinen Achse und dessen Bilddistanz die Exzentrizität ist; dadurch 
ist die Kreisebene zweideutig bestimmt. 



IX. Die Kegelschnitte. 

Wenn man die Kegelschnitte als ebene Schnitte eines Hotations- 
kegels definiert, so lassen sich mittels Kugeln, welche der Kegelfläclie 
ei ngeseh rieben sind und die Schnittebene s berühren, die bekannten 
Brennpunktseigens chatten ableiten: 

TrifEt die Ebene b alle Erzeugenden des Kegels im Endlichen, 
so heißt die Sehnittkurve Ellipse und ist der Ort aller Punkte, deren 
Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, eine kon- 
stante Summe, gleich der großen Achse, haben. 

Für eine zu zwei Erzeugenden A^ und A^ des Kegels parallele 
Ebene s heißt die Sehnittkurve Hyperbel und ist der Ort aller Pnnkte, 
deren Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, eine 
konstante Differenz, gleich der Hfmptachse, haben; sie besitzt zwei 
unendlich ferne Punkte, welche in dfn Kichtuagen dei Erzeugenden 
Ä, und A^ liegen. Die Tangenten in diesen unendlich feinen Punkten 
werden durch die Tangentialebenen von A^ und A^ ausgeschnitten'^), 
liegen daher im Endlichen und werden A'^ymptotcti genannt. 

Pur eine Ebene t, welche zu einer Tangentialebene d. des Kegels 
parallel ist, haben alle Punkte der Schnittkuive von einem festen 
Punkte, dem Brennpunkte, und einer festen Geraden, der LeitUnie, 
gleielte Abstände; die Kurve heißt Ptwabel und besitzt in der Rich- 
tung der Berührungserzeugenden von a einen unendlich fernen Punkt; 
seine Tangente ist der Schnitt der parallelen Ebenen a und e ^) und 
liegt daher unendlich fern. 

In jedem Falle ergibt sieh, daß die Ebene, welche durch die 
Achse des Kegels und einen Brennpunkt (das ist den Berührungspunkt 
einer eingeschriebenen Kugel) geht, Symmetrieebene der Schnittkurve 
ist. — Auch läßt sich für diese drei Arten der Schnittkurven eines 
Rotationskegels aus den Beziehungen zur eingeschriebenen Kugel 

1) Vergl, den Abechnitt XI, 
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leicht zeigen^), daU die Tangente eines Kurvenpuiiktes, welche durch 
die Tangentialebene des betrefl'enden Punktes an den Kegel ausge- 
schnitten wird, den. Winkel der nach den Brennpunkten^ gerichteten 
Leitstraklm halbiert. 
Fig. ito Wenn man die Brennpniiktseigenschafteu als Definition für die 

drei Arten der Kegelschnitte benützt, so kann man zeigen, daß sich 
durch jede solche Kurve unendlich viele Botatiouskegel legen lassen. 
Ist z.B. {Fig. 119) eine Ellipse durch die Brennpunkte /■,/j und die 
Scheitel a,a2 der großen Achse gegeben, so kann der Scheitel eines 
solchen Rotationskegels nur in der die Brennpunkte enthaltenden 
Symmetrieebene ö der Kurve liegen. Wählt man eine beliebige, die 
Ellipsenebene a in einem Brennpunkte /i berührende Kugel und zieht 
an sie aus «j und «^ in e die Tangenten, so schneiden sieh diese 
in s, so daß der nus s der Kugel nmschriebene Rotationskegel die 
Ebene s in einer Ellipse schneidet, welche f^ zum Brennpunkte und 
Oj «3 zur großen Achse besitzt, also identisch mit der gegebenen 
Ellipse ist. Jeder in dieser Weise bestimmte Punkt ö' gibt mit 
den Punkten der Ellipse verbunden eine Rotati onskegelfläcbe. Aus 
s»^ — s«^ = OgS — 0^1 = «a^j — (i^^j = ^j/j folgt, daß die Punkte s 
eine Hyperbel erfüllen mit den Brennpunkten a^a^ und der Haupt- 
achse /ifa. 

In analoger Weise läßt sich zeigen, daß der Ort aller Scheitel 
von Rotationskegeln, welche durch eine Hyperbel mit den Brenn- 
punkten /j/'a und den Scheiteln a^a^ gelegt werden können, eine 

1) Wenn t den Kegel nach einer Ellipse oder Hyperbel K schneidet, lassen 
sich Bwei Kugeln einschreiben; ihre Benihrungspnnkte mit s seien f,fi, ihre 
Berährungskreise mit dem Kegel seien K, Äj . Zieht man an KK, if, in den 
auf einer Erzeugenden ff liegenden Punkten j»^, pj die Tangenten TT,Tj, so 
liegen diese in der Tangentialebene von (?; daher schneiden sieh T und i\ in (,, 
T und I, in <j. Die Dreiecke pi^^, und pt^ f^ sind kongruent, weil ihre Seiten 
gleich sind — ebenso die Dreiecke ^fjPj und pt^f^; da nun die Winkel j>,jif, 
und Pspt, gleich sind, da sie den Winkel der Geraden G und T bedeuten, so 
sind auch die entsprechenden Winkel t,pf, und t,pf^ gleich. 

Für die nach einer Parabel K schneidende Ebene e laßt sieh nui' eine in f^ 
berührende Kugel einBchreiben; ihr Berührungskreis mit dem Kegel sei K, ; seine 
Ebene schneidet e in der Leitlinie L. Zieht man an K und K, in den auf einer 
Eraengenden ff liegenden Punkten p und p^ die Tangenten T und T^ , so schneiden 
sich diese im Punkte (^ der Leitlinie. Die Dreiecke f,pp, und t^pf, sind kon- 
gruent, weil ihre Seiten gleich sind, und haben in p^ resp, f, einen rechten 
Winkel. Daher sind sie auch kongruent mit dem Dreiecke t,pd, wenn d den 
FuBpunkt der Normalen von p auf die Leitlinie bedeutet; demnach sind die 
Winkel /ip(, und dpt, gleich, d. h. die Parabeltangente T halbiert den Winkel, 
welchen der nach dem Brennpunkte gerichtete und der zur Leitlinie normale 
Leitstrahl einschließen. 

2) Bei der Parabel liegt mxt ein Brennpunkt im Endlichen; der nach dem 
zweiten (unendlich fern angenommenen) Brennpunkte gerichtete Leitatrahl ist 
die Normale zur Leitlinie. 
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Ellipse ist, für welche a^a^ die Brennpunkte und f^f^ die Scheite! der 
großen Achse sind, und deren Ebene zur Hyperbelebene normal ist. 

Femer liegen die Scheitel der Rotati onekegel, welche man durch 
eine Parabel legen bann, in einer zur Parabelcbene normalen Ebene 
uud erfüllen eine Parabel, hei welcher Seheitel und Brennpunkt der 
gegebenen Parabel ihre Rollen yertauBclien, 

Daher kann jeder Kegelschnitt als zentrale Projektion eines Basis- 
kreises dieser Kegel für den Scheitel als Projektionszentrum ange- 
sehen werden. 

Für die Kegelschnitte müssen alle Km sei gen schalten gelten, 
welche bei Zentralprojektion nicht geändert werden. Von diesen 
Eigenschaften seien folgende hervorgehoben: 

1. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt p, so heschreHt der 
SckniUpunht der Tangenten in den auf dem Kegelsehnitte Ulkenden Punlcte- 
pmrm, eine Gerade P, iveldie die Polare von p genannt wird. Lassen 
sich aus p an die Kurve reelle Tangenten ziehen, so enthält die Po- 
lare P auch deren Berührungspunkte. Ist p ein Kurvenpunkt, so ist 
seine Tangente die Polare von p. — Die Polare P isi auch- der geo- 
metrische Ort aller im p harmonisch Jionjugierten Punlde iesüglich der 
auf den Geraden durch p liegenden Kurvenpunhte}) Zieht man durch 
p zwei Ö-erade Ä und B und für die Sehnittpunktepaai-e ffjfflj und 
i(6g alle Verbindungslinien, so liegen die neu entstehenden Schnitt- 
punkte dieser Geraden auf der Polaren P von p.^) 

1) Für den Kteia können, diese BeKiebungen in folgender Art bewiesen t'ig. 1'20 
werden: Schneidet eine Gerade A durch p (Fig. 120) einen Kreis in den Puniten 
«,«,,60 liegen a^a^m und der Schnitt a der Tangenten von a,, «j auf einem 

Kreise K^. Alle diese Kreise K^ schneiden pm in demselben Pnnkte n, weil 
jm-jjmc^poij 'pttj =?([', also konstant ist. Daher Liegen alle Punkte a auf 
der zu mp Normalen durch n. — Aus der' früheren Gleichung folgt, daß in dem 
rechtwinkligen Dreiecke pt^-m die Gerade *,» die Höhe ist, also ^ anch anf an 
liegt. — Der Halbkieia über mpt^ schneidet K^ in s {so daß (i, s, ^ auf einer 
Geraden liegen). Die Chordalen Ä, P, sm der drei Kreise schneiden sich im 
Punkte p^; der Winkel a^say wird durch s™ und sp halbiert; daher sind die 
Punkte p, Pa, "i, «1 harmonisch, d. h. der Ort der zu p beaüglieh des Kreises 
harmonischen Punkte ist F. 

2) Dies folgt daraus, daß karmonische Punkte wieder als solche projiziert 
werden; Daher müssen sich a^\ und a^\ auf P, der Verbindungslinie der au 
p harmonischen Punkte y„ und p,, schneiden und ebenso o, \ und a, h^ (har- 
monische Teilung heim vollständigen Vierecke), 

Doch läßt sich diese Beziehung auch direkt für den Kreis nachweisen: Fig. l'Jl 
Legt man (Fig, 121) durch die Punktepaaie a^a^ und b^b, Kreise K^^ imd Ä'j, 
welche den gegebenen Kreis normal schneiden, also ihre Mittelpunkte in den 
Schnittpunkten a und 6 der Tangentenpaare haben, so schneiden sich a^ 6, und 
Oj&j im äußeren Ähnlich keitszentmm d dieser Kreise und a, &j mit a^b, im in- 
neren Äinliobkeits Zentrum iT; denn «,6, schneidet den Kreis Kg^ in 1, so daß 
al zu bi, parallel ist; also geht «,6j durch das äußere Ähnlichkeitezentruin 4 
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Konstruiert inan für zwei Punkte Xi,Xg einer Geraden X die Po- 
laren, so ist deren Schnittpunkt a: von x^ und x^ durcli die Kurve 
harmonisch getrennt; daher ist X die Polare von x, und alle auf der 
Geraden X liegenden Punkte werden von x durch die Kurve har- 
moniecb getrennt; die Polaren aller Punkte von X müssen durch x 
gehen, d. li.: Bewegt sieh ei« Pun^t auf einer Geraden X, so dreht 
sich seine Polare um einen festen Funld x, welcher der Pol mn X 
heißt, und dessen, Polare X ist. Trifft X die Kurve in reellen Punkten, 
so gehen deren Tangenten durch den Pol x von X. 

Da zum Halbierungspunkte einer Strecke der unendlich ferae 
Punkt harmonisch konjugiert ist, folgt insbesondere: 

Für die durch einen unendlich fernen Punkt p gehende paral- 
lele Sehnenscliar jt liegen die Halbierungspunkte auf einer Ge- 
raden P, welche Durchmesser heißt; die Tangenten in seinen End- 
punkten gehen durch p, sind also parallel der Sehnenschar z. Die 
zu P parallele Sehnenscliar hat zum Ort ihrer Halbierui^punkte 
einen Durchmesser, welcher durch p gebt, also zu z parallel ist; zwei 
solche Durchmesser, von denen, jeder die zum anderen parallele Sehnen- 
scbar halbiert, oder jeder in seinen Endpunkten Tangenten besitzt, 
welche zum anderen parallel sind, heißen Itonjugierte Durchmesser. 
Ztoei normale Ivnjvgierte Durchmesser heißen Achsen. 

Für alle unendlich fernen Punkte schneiden sich die Polaren, 
d. h. Durchmesser in einem Punkte, welcher der Mittelptmkt beißt 
und alle durch ihn gehenden Sehnen halbiert; hat die Kurve zwei 
reelle unendlich ferne Punkte, so gehen ihre Tangenten, das sind die 
Asymptoten, durch den Mittelpunkt der Kv/rve. — Ist die unendlich 
ferne Gerade Tangente der Kurve, so ist auch der Pol (als Berüh- 
rungspunkt) unendlich fern und die zu beliebigen Richtungen kon- 
jugierten Durchmesser sind parallel. Jener Durchmesser, welcher die 
zu ihm normale Sehnenechar halbiert, heißt Achse. 

2. Vet^vndd ma/n zwei heltebige Kurvenpunkte mit den Berührungs- 
punkten zweier festen Tangenten, so li^en die neu entsteh^nd^i SchniU- 
prniläe auf einer Geraden durch den Schnittpunkt der festen Tamgentett. *) 
Fig. 123 Sind demnach (Fig. 122) von einem Kegelschnitte zwei Tangenten 

A-^^A^ mit ihren Berührungspunkten a^a^ und ein Kurvenpunkt p ge- 
geben, so lassen sieb beliebig viele Kurvenpunkte x linear kon- 
struieren, indem man durch den Schnittpunkt a von A^ und A^ be- 
liebige Gerade zieht, mit a^p und a^p m d und d' zum Schnitt bringt 

and auB denselben Gründen a^h^. Andererseits achneidet a^\ den Kreis K,^ in S, 
so daß &2 zn rtOj parallel ist; also geht a^h, durch Aas innere Ähnliehlieita- 
zentrum tf und ebenso o, ö, . Die Punkte da liegen auf der Zentrallinie «6 der 
Kreise K^K^. 

,1) Für den Kreis iblgt diese Bezieliung direkt aus Fig. 121. 
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.und die Geraden a,d', a^d zieht; diese treffen sich in einem Kurven- 
punkte X. Insbesondere kann man für jede Gerade durch einen der 
Berakrungspunkte a^ oder Og den zweiten Schnittpunkt mit der Kurve 
finden.^) ^n Kegelschnitt ist daher dwrdi zwei Taiigeiiten mit Be- 
riih'nmgspimkten v/nd einen Pimkt (welche Elemente willkürlich ge- 
wählt werden können) eindeutig hestimmt. 

Da diese lineare Konstruktion von Kurvenpunkten bei allen Pro- 
jektionen erhalten bleibt, so folgt, daß jede sentrale oder parallele 
ProjeMion eines Kegelschnittes meder ein solcher ist. Bei Parallel- 
projektion aind die Bilder unendlich femer Punkte wieder unendlich 
fem; daher liefert jede Parallelprojektion, also auch die orthogonale 
Axonometrie als Bild einen gleiehariigen Kegelsdiniü. 

Will man für die axonometri sehen Bilder der Kegelschnitte die 
Achsen und Brennpunkte bestimmen, so werden dazu besondere 
Eigenschaften der drei Kegelschnitts arten benützt, welche im folgenden 
abgeleitet werden sollen. 



a) KUipse, 

Das axonometrisehe Bild einer Ellipse ist wieder eine Ellipse. 
Das Bild des Mittelpunktes liefert den Mittelpunkt des Bildes, weil 
die Eigenschaft, alle durch ihn gehenden Sehnen zu halbieren, bei 
Parallelprojektion erhalten bleibt. Die Bilder zweier konjugierter 
Durehmesser sind konjugierte Durchmesser des Budes, weil die Tan- 
genten in den Endpunkten auch im Bilde zum anderen Durchmesser 
parallel bleiben. Die Achsen der KUipse hleihen im axonometrischen 
Bilde nicht erhalten, weil sich ein rechter Winkel im allgemeinen nicht 
als Rechter orthogonal projiziert, sondern nur in dem besonderen 
FaUe, wenn ein Schenkel zur Bildebene parallel ist. Sucht man also 
die Bilder der Ellipsenachsen, so erhält man zwei konjugierte Durch- 
messer des Ellipsenbildes. Daraus können, wie in Fig. 102", beliebig 
viele Punkte des Bildes konstruiert werden. 



1) Außerdem ist aiioli dadurch, die Aufgabe gelöst, einen Kegelschnitt punkt- 
weise jw hmstnmi-eti,, welcher d^rch vim- Pwnkte und die Tangente in einem von 
jAne» geg^en ist, weil man nach obigem Satze die Tangente in einem zweiten 
der gegebenen Punkte finden kann. — Ebenso kann ein Kegelschnitt punktweise 
konstruiert werden, wenn von ihm fünf Punkte gegeben sind: Man sucht zuerst 
in zwei von den gegebenen Punkten, p und g, die Tangenten; zu diesemZwecke 
verbindet man sie mit zwei weiteren Punkten und zieht die Verbindungslinie G 
der neu entstehenden Schnittpunkte; auf G- müssen sich die gesuchten Tangenten 
von p und q schneiden; das kann man wiederholen, indem man einen der be- 
nutzten Punkte dTiicli den fünften gegebenen Punkt ersetzt, und erhält eine 
Gerade (?'; GG' treffen sich in dem Schnittpunkte der gesuchten Tangenten. 
Daraus 'ei^bt sich also, daß ein Kegelschmtt ditreh fünf Ptmkte eindeutig be- 
gtimmt ist. 
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Zur Beatimimiiig der Achsen des Ellipseübildes E führt folgende 
Überlegung: Sucht man die Parallelprojehtion der Ellipse IS^ oder 
ihren Schatten bei Parallelbeieucktung auf eine Ebene s, welche die 
Ellipseoebene in ö^ schneidet, so erscheint auch dieser Schatten in 
axonometrischer Projektion als Ellipse. Das Bild U und das Schatten- 
bild E^ sind zwei affine Figuren für G als Äffinitätsachse und mm„ 
als entsprechendes Punktepaar (wenn m^ das Schattenbild des Mittel- 
punktes m^ ist). Voh zwei konjugierten Durohmessem D und D^ 
erhält man das Schattenbild, wenn man die auf D und Di liegenden 
Punkte von G mit m^ verbindet. Wählt man nun den Lichtstrahl 
so, daß die Schattenbilder Mvder konjugierter Durchmesserpaare normal 
sind, so erscheint der Schatten als Kreis und alle konjugierten Durch- 
meseerpaare geben normale Schattenbilder; ihre Schnittpnnktepaare 
mit tr sind die Endpunkte der Durchmesser von Kreisen, welche alle 
durch m,^ gehen, d. h.: Wenn man alle Iconjngierten Durchmesserpaare 
einer Ellipse mit einer heliebigen Geraden G schneidet tmd Hier den 
Sdiniüpmilitepaiwen Kreise besdireibt, deren Mittelpunkte auf G liegen, 
so gehen aUe diese Kreise durch zivei feste, sti G symmetrisdie Funkte 
»»omp'; umgekehrt schneidet jeder durch in^m^ gehende Kreis die 
Gerade G in Punktepaaren, welche, mit m verbunden, konjugierte 
Durchmesserpaare der Ellipse geben. . Geht einer dieser Kreise auch 
durch m, so liegen seine Schnittpunkte mit G auf den Acitsm, der 



Daraus geht hervor, daß man aus zwei konjugierten Durchraesser- 
paaren alle übrigen und die Achsen rieh turnen finden kann, und daß 
zwei Paare beliebiger, sich trennender Geraden als konjugierte Dirrch- 
messerpaare einer Ellipse angesehen werden können; die Ellipse ist 
dann durch Angabe eines SSanktes oder einer Tangente bestimmt. 
Handelt es eich nur um die Konstniktion weiterer konjugierter Durch- 
messerpaare oder beliebig vieler Punkte der so bestimmten EUipae, 
so kann man .davon Gebrauch machen, daß sich jede Ellipse als 
axonometrisches Bild eines Kreises .auffassen läßt: 
) 1. Gegeben sind zwei konjugierte Durchmesserpaare Di-Di' und 

D^A' und ein Punkt jj (Fig. 123): Man zeichnet (vergl. Fig. 110) den 
zweiten Endpunkt q des Durchmessers mp; die Parallelen durch p 
und q zu den konjugierten Durch messerpaaren treffen sieh in EUipsen- 
punkten l.und 2; die Sclinittpim.kte r und s geben die Richtung des 
konjugierten Durchmessers. (Diese Konstruktion kann auch als Um- 
kehrung des Satzes über die Bestimmung von Kegelschnittpunkten 
aus zwei Tangentsn mit Berährangspunkten und einem weiteren 
Punkte aufgefaßt werden.) 

2. Gegeben sind zwei konjugierte Dui-chm esserpaare und eine 
Taugente T; T bildet mit je einem Durchmesser der Paare ein Drei- 
eck, dessen axonometrischer Höheiwehnitt auf dem zu T konjugierten 
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Durchmeaeer liegt. Die Längen der gegebenen konjugierten Durch- 
messerpaare lassen sich nun bestimmen (yergl. Fig. 107 oder 125). 

3. Gegeben sind zwei parallele Tangenten mit Berührungspunkten Fig. 121 
und ein Punkt (Fig. 124). Die allgemeine Bestimmung von Kurven- 
punkten liefert beliebig viele Punkte; will man die Länge des zu den 
Tangenten parallelen Durchmessers finden, so bringt man ihn mit 

pl und p2 in r und s zum Schnitt; dann ist m3 = mi = mr ■ ms 
(vergl, Fig. 104). Die Tangente von p halbiert r's. 

4. Gegeben sind zwei parallele Tangenten mit Berührungspunkten \'\^. la.j 
und eine Tangente (Fig. 125). Die Schnittpunkte seien (j^; dann 
liefert die Parallele zu mt^ durch 2 oder die Parallele zu mt^ durch 1 

den Berührungspunkt t. Die Parallele zum gegebenen Durchmesser 
und die Tangente sehneiden den konjugierten Durchmesser m r und &, 
und es ist m3* = mr -ms (vergl. Fig. 107). — Da mt-^ und mt^ kon- 
jugierte Durchmesser sind, folgt, daß jedes einer Ellipse umsdirii'- 
bene Paralldograrmn sv, Biagoncden ein Paar ?conjnffierkr Zhtrchmessrr 
hesitst. ') 

Will man die Aclisen der Ellipse finden, so benutzt man die 
früher ei-wähnte affine Beziehung, in welcher der gegebenen Ellipse K 
ein Kreis K^ zugeordnet ist: 

1. Sind (Fig. 126) zwei konjugierte Durchmesserpaare und ein Fig. laß 
Ellipsenpunkt p gegeben, so legt man durch p eine beliebige Gerade G, 
zeichnet über ihren Schnittpunktepaaren d^d^, d^d^ mit den Durch- 
messerpaaren Halbkreise, welche sich in m^ schneiden. Der Kreis 
durch miiif, mit dem Mittelpunkte in G schneidet (? in « und &, so 

daß ma und mh die Lagen der Achsen sind. Hier ist die zur Ellipse K 
affine Figur ein Kreia K^, welcher dm-ch p geht, da sich p als Punkt 
der Äffinitätsachse G selbst entspricht. Die Endpunkte der Kreis- 
durchmesser m^a und »jgö liefern als affin zugeordnete Punkte die 
Scheitel der Ellipse. 

2. Sind (Fig, 127) zwei Paare konjugiertet Duichmessei und eine l'ig Vil 
Tangente gegeben, so wählt man als Affinitätsachse G die Gerade T 

suclit wie früher den Mittelpunkt m^ und die Lage der Achsen m<t 
und mb\ der affine Kreis K^ berührt T; die Endpunkte der Kiei'f- 
durchmesser m^a und jm^ö geben als affine Punkte die EUipsensch eitel 

3. Gegeben sind (Fig. 128) die Endpunkte ab und ( d zweien 1 1., 1 >s 
konjugierter Durchmesser. Dann sind die Supplementars ebnen in, und 

&c auch die Richtungen konjugierter Durchmesser, und die Aufgabe 
ist auf die Näheren Falle zurückgeführt. WäMt man hier cds AfßmUd^- 
achse die Tangente eines der vier gegebenen Punkte z B di^ Tangente T 

I) Eeim Kreis iat das Fa^rällelogramm ein Rhombus dessen Diagonalea 
normal sind, und daher konjugierte KreisdurchmesBer bilden (^vecgl. Fig. lOöj. 
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des Fu^Mes d, so ist der Durchmesser des affinen Kreises Kg gleich ab 
und »»(, liegt in der Nonnalen mi T dwrch d. Die Seheitel der 
Ellipse werden wie früher bestimmt. (Diese Konstruktion der Achsen 
aus zwei konjugierten Durehmessern hat den Vorteil, daß sich ihi-e 
Ableitung leicht dem Gedächtnisse einprägt.) 

Diese affine Zuordnung eines Kreises wird auch mit Vorteil bei 
Lösung von anderen Aufgaben zweiten Grades angewendet. Dabei 
kann man G beliebig wählen; die Lösni^ wird aber vereinfacht, wenn 
man G mit einem Durehmesser zusammenfallen läfit, weil dann der 
affine Kreis und die Ellipse die Endpunkte dieses Durchraeeaers ge- 
meinsam haben. Als Beispiele seien nur die beiden wichtigen Aufgaben 
erwähnt, den Schnitt einer Geraden mit einer Ellipse tmd die Tangenten 
aus einem Punkte an eine EUipse mi bestimmen, ■wenn von dieser zwei 
konjugierte Durchmesser gegeben sind. 

Fig, 129 In Fig. 129 sind ah und cd die Endpunkte zweier konjugierter 

Durehmeeser einer Ellipse und G eine Gerade, deren Schnitt mit der 
Ellipse zu suchen ist: Man wählt ab als Aflinitätsachse ; dann ent- 
spricht der ElHpse affin der Kreis K^ über ab als Durchmesser; dem 
zu ab konjugierten Durchmesser cd der Ellipse entspricht der zu ab 
normale Durehmesser Cgdg des Kreises; also sind cCg und dd^ affin 
zugeordnete Punktepaaro^), und deren Verbindungslinien geben die 
Kiehtung der Äffinitätsstrahlen. — Um zu G die affine Gerade Gp 
zu erhalten, sucht man zum Schnittpunkte x von (? mit cd den affinen 
Punkt x^ auf c^d(f und verbindet Xf, mit dem Schnitte von G und der 
Affinitätsaehse; — oder man zieht zu G durch c die Parallele (?', 
deren affine Gerade G,,' durch c^ geht und G' in der Affinitätsaehse 
schneidet; G^ und G-p' sind parallel. — Die Gerade G^ schneidet K^ 
in lg und 2^; die Parallelen durch diese Punkte zu den Affinitäts- 
strahlen treffen G in den gesuchten Punkten 1 und 2. 

Geht die Gerade durch m, so führt diese Lösung zur Bestim- 
mung der Endpunkte eines behebigen Durchmessers, 

Da durch die Supplementars ebnen noch ein Paar konjugierter 
Durohmesser gegeben sind, kann die Aufgabe auch so gelöst werden, 
daß man G als Affinitätsaehse wählt und wie in Fig. 126 den Mittel- 
punkt »K(, des affinen Kreises K^ sucht. Der zu einem der gegebenen 
Ellipsenpunkte affine Punkt liegt im affinen Kreise K^; dieser schneidet 
G in den gesuchten Punkten, welche G und die ElUpse gemeinsam 
haben. 

Vig. 130 In Fig. 130 sind ah und ed die Endpunkte zweier konjugierter 

Durchmesser einer Ellipse und p ein Punkt, von weichem an die 

1) Welchen Endpunkt des normalen Kreis du rchmeaseis Man mit e„ be- 
zeichnet, ist gleichgültig. 
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Ellipse die Tangenten zu zieLen sind. Man wählt cd als Äffinitäts- 
achse; dann entspiicht dei Ellipse der Kieia K^ über cd als Dureli- 
messer; dem zu fd konjugieit(>n Durchmesser ab entapricht der zu cd 
normale kieisdurchmeseei «o/'o, also sind aa^ und }i\ affin zugeord- 
nete Punktepaaie, und iliie Verbindungslinien geben die Richtung der 
Affinitäfca strahlen. Um zu p den affinen Punkt ^^ zu findeiij yerbiniiet 
man den Schnittpunkt TOn pa und der Affinitateachse mit a^ und 
schneidet diese Gerade mit dem Affinitätsetrahle von p — oder man 
zieht durch p eine Parallele P au ab und durch den Schnitt mit der 
Affiniiätsachse die Parallele P^ an a^b^. Aus P(, legt man die Tan- 
genten j'o-'-o ^^^ Pn^n ^^ -^0 ^^'^^ sucht deren affine Geraden pl 
und p2. 

Ist eine Ellipse der Ebene s axonometriseh darzustellen, so legt l'ig 
man die Ebene e um, zeichnet in der Ümlegung die wahre Gestalt 
der Ellipse, bringt die Achsen und die zu diesen symuietriachen kon- 
jugierten Durchmesser mit t* zum Schnitt und bestimmt den Mittel- 
punkt )M(| des affinen Kreises; durch mm„ legt man den Kreis mit 
dem Mittelpunkte in *'', welcher ** in « und b schneidet; ma und 
mb sind die Achsenrichtungen des Bildes; ihre Längen bestimmt man 
durch Benützung des affinen Kreises mit dem Mittelpunkte m^. 

In Fig. 131 ist m das Büd des Mittelpunktes einer Ellipse der 
Grundrißebene; die Achsen der Eüipse sollen zur Bildspur gleich geneigt 
sein und gegebene Längen haben; Man sucht die Umlegung (m) und 
zeichnet in der Umlegung die Achsen der Ellipse. Die Parallelea zu 
(l)(3) und (2)(3) geben ein konjugiertes Diu'chmesserpaar DI/; dieses 
und die Achsen bringt man mit xy aum Schnitt und konstruiert über den 
Scbnittpunktepaaren Halbkreise, welche sieh in »tg schneiden; der Kreis 
durch m und m^ mit dem Mittelpunkte in xy schneidet xy in a und b, 
so daß ma und mb die Lage der Achsen für das Ellipsenbild sind. — 
Der Umlegung und dem Bilde ist derselbe Kieis mit dem Mittelpunkte m^ 
affin zugeordnet; in beiden affinen Beziehungen ist xi/ die Affinitätsachse. 
Für die Affinität zwischen Umlegung und Kiei'i sind (m) und m^, ent- 
sprechende Punkte; sucht man zu \^d) den zugeoidneten Punkt 3,,; so ist 
durch ihn der Kreis Kf^ bestimmt Füi die Attmität zwischen Bild und 
Kreis sind m und m^, entsprechende Punkte, man sehneidet Ä^ mit in^'i 
und m^b und sucht für die Schnittpunkte lollly die zugeordneten Punkte, 
welche die Scheitel im dos Ellipsenbildes sind. 

Man kann auch aus der Umlegung die Bilder 1 2 und 3 4 der wahren 
Ellipsenscheitel suchen, weiche die Endpunkte zweier konjugierter 
Durchmesser des Bildes sind, und daraus wie iu Fig. 128 die Scheitel 
des Bildes bestimmen; diese Konstruktion führt rascher zum Ziele. 

Ebenso wird die umgekehrte Aufgabe gelöst, von einer Ellipse, 
deren Ebene und ax onometrisches Bild gegeben sind, die wahre Größe 
zu finden; durch Umlegung der Achsen des Bildes findet man ein kon- 
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9 DurchmesBerpaar; aus diesem konstruiert man, wie ii 
die wahren Achsen der dargestellten Ellipse. 



b) Hyperbel. 

Aus dem Satze, daß die Tangente den Winkel der LeitstraUen 
halbiert, folgt wie bei der Ellipse^): Schneidet die Tangente und 
Normale des Punlftes p die Nebenachse in t und n, so geht der Kreis 
über ptn durch die Brennpunkte. — Die Fußpunkte der Normalen 
Yon den Brennpunkten auf alle Tangenten liegen im Scheitelkreis, 
Insbesondere geben die Normalen aus f auf die Asymptoten Punkte 
des Scheitelt reises, woraus folgt, daß auf einer Asymptote die Strecke 
zwischen dem Mittelpunkte und einer Scheiteltai^ente gleich der Ex- 
zentrizität ist. 
i Die allgemeine Konsti-uktion von Kegelsehnittspunkten aus zwei 

Tangenten mit ihren Berührungspunkten und einem Punkte soll hier 
auf die Asymptoten A^ und ..4^ angewendet werden; diese sind jene 
Tangenten, welche sich im Mittelpunkte m der Hyperbel schneiden 
und unendlich ferne Berührungspunkte blitzen: Verbindet man 
(Fig. 132) einen Hyperbelpunkt p mit den unendlich fem liegenden 
Berührungspunkten, d. h. zieht man durch p Parallele zu den Asym- 
ptoten und schneidet sie mit einer Geraden durch m in r und s, so 
schneiden sich die Parallelen zu den Asymptoten durch r und s wieder 
in einem Hyperbelpunkte x. 

Die Gerade px schneidet A^ und A^ in den Punktea 1 und 2, 
so daß pl gleich x'2 ist, wie aus der Kongruenz der schraffierten 
Dreiecke folgt. Dies führt zu einer sehr einfachen Bestimmung be- 
liebig vieler Hyperbelpnnkte, wenn die Asymptoten und ein Punkt p 
gegeben sind: Man sieht mte ieliebige Gerade dwch p und trägt die 
Strecke zwischen p und dem einen Asymptotensehnitt von dem Schnitt- 
pwnkte mit der amderen Asymptote in entgegengesetzter Richtimg auf. 
3 Zieht man durch zwei Hyperbelpunkte p und q (Fig. 133) paral- 

lele Gerade, so besteht zwischen den durch die Asymptoten entstehenden 
Abschnitten die Beziehung pp,-Ö¥i^P-^'Q^ '^^'^ .P^:ff9a=i'2:g2; 
wegen pi = g2 rmd ql = p2 ist daher pp^ ■ pp^ = qq, - qq^, d. h.: 

Für alle parallelen Geraden tuird die Bwischen den Asym^tote!n 
liegende Strecke durch einen Hyperbelpwnkt in Abschnitte geteilt, deren 
Produkt konstant ist. 

Dieser Satz führt zur Bestimmung der Schnittpunkte einer beliebigen 
Geraden G mit der Hyperbel, wenn diese durch die Asymptoten und 
einen Punkt p gegeben ist. Man zieht durch p eine zu G parallele 
Gerade (?', welche die Asymptoten in I und 2 schneidet, und sucht 

1) Vei^l. Fig. 98. 
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die mittlere geometrische Proportionale d zwisclien den Absclmitteii 
p\ und j)2; danu teilt man die auf G durch die Asymptoten aus- 
geschnittene Strecke g^<i^ so, daß das Produkt der entstehenden Ab- 
schnitte xg^ ■ x<f^ gleich (1^ ist: 

In Fig. 134* liegen die Schnittpunkte von G mit der Hypei'hel Vi^. 134' 
zwischen den Asymptoten, Man beschreibt über der auf der paral- 
lelen Geraden G' ausgeschnittenen Strecke 12 einen Kreis; die halbe 
kürzeste Sehne durch p ist d\ dann beschreibt man über der Strecke 
_f/j^~ einen Kreis und sticht die Punkte cc^x^, für welche die halben 
kviraesten Sehnen gleich d sind. 

In Fig. 134" liegen die Schnittpunkte von G mit der Hyperbel l''ig. 134'' 
außerhalb der durch die Asymptoten ausgeschnittenen Strecke g^g'^. 
Man sucht anf der Pai-allelen G' durch p den zweiten Hypei'helpunkt q 
und beschreibt über jjg einen Kreis; dann ist die halbe kürzeste Ki-eis- 
sehne durch 1 die gesuchte mittlere geometrische Proportionale d der 
Abschnitte p\ und j)2. Diese Strecke ä trägt man in .9^ oder g^ 
normal zu G anf und legt durch den Endpunkt der Strecke d einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt Ji die Strecke g^g^ halbiert; anf diesem Kreise 
liegen die Hyperbelpunkte x^ und x^. 

Aus der Beziehung der Hyperhelpunkte und Asymptoten folgt, Fig. larj 
daß das Stück einet- Hypet^bdtangente swisdtm dm Äsymptofen dmrli 
den BerUhrtmgspunU halbiert wird. Sucht man also für einen Hyperbel- 
punkt X die Tangente, so hat man durch x eine Gerade zu legen, so 
daß die zwischen den Asymptoten liegende Strecke durch x halbiert 
wird. Zieht man (Fig. 135) durch x zu den Asymptoten die Paral- 
lelen, so ist die Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte «^ und x^ mit 
den Asymptoten zu der gesuchten Tangente X des Punktes x parallel; 
oder man macht x^t^ = x^m und 3^3^ = x^m und erhält so die Schnitt- 
punkte i, und t.2 der Tangente mit den Asymptoten. 

Sind für eine durch die Asymptoten und einen Punkt p gegebene Fig. 135 
Hyperbel die zu einer gegebenen Richtung G parallelen Tangenten 
zu konstruieren, so sind ihre zwiach^'n den Asymptoten liegenden 
Strecken gleich 2d, wenn d das konstante Produkt fdr die Abschnitte 
aller zu G parallelen (Geraden ibt Man legt (Fig 135) die Gerade G 
durch den Punkt p und beschreibt ulei ihien Schnittpunkten g^, g^ 
mit den Asymptoten emen Kieis dann ist die kuizeste Ki'eissehne 
durch p gleich 2d Diese Strecke tiigt man paiallel zu G zwischen 
den Asymptoten ein, zu diesem Zwecke tragt man vom Halbierungs- 
punkte /( der Stiecke q^ij^ nath beiden Seiten d auf und zieht durch 
die Endpunkte d^ und (?„ die Parallelen zu mh, diese tiöffen die 
Asymptoten in Punkten dei gesuchten Tangenten X und \'. 

Für den zu einer Richtung G konjugieiten Duifhmesser D er- 
Inilt man einen Punkt, indem man die zwischen den Asymptoten 
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liegende Strecke von G halbiert. Hat eiji Durch m es sei' D reelle 
Schnittpunkte mit der Hyperbel, so können diese gefanden werden 
als Schnitte mit den zur konjugierten Richtung (? parallelen Tangenten. 

Die Achsen der Hyperbel halbieren den Winkel der Asymptoten, 
da sie die zu ihnen normalen Hypei'belsehnen und daher auch deren 
zwischen den Asymptoten liegenden Abschnitte halbieren. Ist eine 
Hyperbel durch die Asymptoten und einen Punkt gegeben, so lassen 
sich die Scheitel der Hyperbel bestimmen, indem mau (wie in Fig. 135) 
die zur Hauptachse normalen Tangenten sucht. 

Sind die Asymptoten normal zueinander, so heißt die Hyperbel 
gleichseiMg; dann liegen die konjugierten Diirchmesserpaare zu den 
Asymptoten symmetrisch.*) 

Fig. 136 Soll, eine Hyperbel axonometrisch dargestellt werden, so sucht 

man die Bilder der Asymptoten und des Scheitels a^ und erhält so 
vom Hyperbelbilde die Asymptoten A^A^ und einen Punkt «; die 
Hauptachse A^ des Bildes halbiert den Winkel der Bilder A^A^; 
sucht man, wie früher erörtert wurde, eine dazu normale Tai^ente S^,, 
so sehneidet sie die Hauptachse A^ im Scheitel a^ des Bildes und die 
Asymptoten A-^A^ in Punkten r^ und r^, deren Entfernungen von m 
gleich der Exzentrizität des Hyperbelbildes sind (Pig. 136). 

Analog erhält man die wahre Gestalt einer durch das asono- 
metrische Bild gegebenen Hyperbel: Man sucht von den Asymptoten 
Aj^Ä2 und dem Scheitel »o des Bildes die ümlegungen und erhält so 
für die wahre Gestalt der Hyperbel die Asymptoten (A^^^A^) und 
einen Kurvenpunkt (dß). Daraus kann man, wie früher, die wahren 
Scheitel und Brennpunkte bestimmen. — Die Brennpunkte können 
auch in anderer Weise rasch ei'mitteit werden. Die Tangente und 
Normale in (a^) bilden mit der Nebenachse (welche den Winkel von 
(A^) und (jlg) halbiert) ein Dreieck, dessen umschriebener Kreis die 
Brennpunkte enthält. 

c) Parabel. 

Fig. 137 Aus der Brennpunkfseigeuschaft der Parabel folgt eine Konstruk- 

tion der Schnittpunkte mit einer Geraden G: Man sucht auf G die 
Mittelpunkte von Kreisen, welche durch den Brennpunkt / gehen und 
die Leitlinie L berühren. Die gesuchten Kreise gehen auch (Fig. 137) 

1) Wenn man, wie bei der EllipSK, einen Liditatrahl so wählt, daß das 
Schattenbild einer Hyperbel eine gleicliBeitige Hyperbel wird, so kann man 
daraus 'eine Bestimmung der Aaym.ptoteii und Achsen herleiten, wenn zwei kon- 
jugierte DurehmeBseipaaje gegeben eind. Es zeigt eich, daß man zwei beliebige 
Geradenpaare durch m, welclie sich einschließen, als konjugierte Durdunesaer- 
paare einw Hyperbel auffassen kann. 
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durcli den zu /' bezüglich G symmetrischen PuDkt (/. Schneidet die 
Gerade fi/ die Leitlinie in ij, so ist die Entfernung der Berfibrungs- 
pnnkte t^, ^ der gesuchten Kreise von d gleich der mittleren geo- 
metrischen Proportionalen von (?f und d(/. Die Normalen zu L durch 
t^ und 4 treffen G in den Parabelpunkten p^ und p^. Diese Kon- 
struktion zeigt auch, daß für alle zu G parallelen Geraden der Punkt d 
identisch ist; daher enthält die zur Leitliaie normale Gerade D durch 
d die Halbierungspunkte /* aller zu G parallelen Sehnen. ÄUe Durch- 
messer der Parabel sind parallel. 

Sollen die beiden Parabelpunkte für G zusammenfallen, so muß 
g in L liegen, also mit d zusammenfallen, d. h. m einer MicMung G 
gibt es niw eine paraMde Parabeltangente T; sie ist die Symmetrale 
von fd; der Beröhrungspimkt ( hegt in B. Die Tangenten für p^ 
und p^ sind demnach die Symmetralen von f\ und f\-^ ihr Schnitte 
punkt p ist von t^ und ^ gleich weit entfernt. Hegt also in B (wie schon 
aus der allgemeinen Polareigenschaft der Kegelschnitte folgt). Der 
zu p^t konjugierte Durchmesser geht durch den Schnitt 1 von T 
und 2\ und halbiert pji; daher ist 1 der Halbieiungspunkt von pp^ 
und ebenso 2 von pp^, d. h. die Tangente T halbiert die Strecken 
p'p[ und pp^ und t ist der Halbierungspunkfc von ph. Dies gibt ein 
Mittel, aus zwei Tangenten mit Berühmngsp unkten beliebig viele 
Tangenten und Pimkte der Parabel zu bestimmen. 

Aus der erwähnten Tangentenkonstruktion ei^ibt sieh wieder die 
allen Kegelschnitten eigentümliche Beziehung, daß die Tangente eines 
Kurvenpunktes p den Winkel der zu p gehörigen Leitstrahlen hal- 
biert, da dtf ein gleichschenkliges Dreieck und T seine Hohe ist; bei 
der Parabel ist ein Leitstrahl zur Achse paraUel, er ist nach dem 
unendlich fem gedachten zweiten Brennpunkte gerichtet. 

Pur die Tangenten ergeben sich noch leicht aus dieser Beziehung Yig_ 
folgende Eigenschaften (Pig. 138): Die Tangente und Normale eines 
Punktes p treffen die Achse in zwei Punkten t und n, welche von /' 
dieselbe Entfernung haben wie p. — Die Strecke p t wird durch die 
Scheiteltangente S halbiert. — Die Tangente von p und die Paral- 
lele zur Leitlinie durch p treffen die Achse in zwei zum Scheitel 
symmetrischen Punkten {at = ap'). — Bie Suhiormale np', d. i. die 
Projektion der Strecke pn auf die Achse, ist h>nstaKt tmd mc<w gleich 
der Entfernung des Sreimpimktes von der LeitUnie. — Bie Fu-ßpunkte 
der Normalen von f auf edle Pardbdtangenien, liegen in der Sckeiie- 



Wenn ein Rechter sich so bewegt, daß ein Sehenkel durch f Fig. lay 
geht und der Scheitel x auf S bleibt, so umhüllt der andere Schenkel X 
eine Parabel. Bringt man eine variable Tangente X mit zwei festen 
Tangenten T^ und T^ (Fig. 139) in x^ und X2 zum Schnitt, so liegen 
fxx^s^ auf einem Kreise und der Winkel xfx^ ist gleich dem Winke], 
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welchen T^ mit S bildet; ebenso ist der Winkel xfx^ gleich dem 
Winkel der Tangenten S und T^; d. h. das swlsdien s-wei festen Tan- 
genten T^, T^ Hegende Stück einer variablen, Ttmgente X wird von f aus 
unter honstantem Winkel gesehen. Dieser Satz gilt für alle Kegel- 
Bclmitte; bei der Parabel ist dieser konstante Winkel insbesondere 
supplementär zu dem Winkel der beiden festen Tangenten, d. h. dei' 
Kreis, weitster einem beliebigen TangeiitendreiecM %misckrieheti ist, geht 
diwch dm Brennpunkt.'-) Dieser Satz gibt ein Mittel, den Brennpunkt 
einer Parabel zu bestimmen, von weleber vier beliebige Tangenten ge- 
geben sind; man sucht für zwei dadurch bestimmte Tangentendi-eiecke 
die umschriebenen Kreise; sie aelineiden sich in einer gemeinschaftlichen 
Ecke und dem gesuchten Brennpunkte.^ 

Soll eine Parabel axonometrisch dargestellt werden, so kann man 
von zwei Parabeltai^enten und deren Berührungspunkten die Bilder 
Tj, Tg und ti,f^ suchen. Der Halbierungspunkt von t^i^ mit dem 
Schnittpunkte t der Tangenteu verbunden, gibt einen Durchmesser. 
Die dazu parallelen Geraden durch t^ und t^ sind Leitstrahleu für t^ 
und.^; die zugehörigen Leitstrahlen sind bezüglich 7\ und T^ sym- 
metrisch und schneiden sich im Brennpunkte ^ des Bildes. Die Nor- 
malen von /i) auf Ty und T^ liegen auf der Seheitel tangent« S^ des 
Parabelbildes. 
Fi^. 140 Grewöhnlich wird die Pai-abel durch den Brennpunkt und die 

Scheiteltangente gegeben; sind die Bilder /' und S dieser Elemente 
bekannt, so kann man auch ohne Umlegung den Brennpunkt /„ und 
die Scheiteltangente Sf, des Parabelbildes finden: Zieht man durch f 
beliebige Gferade und in üireu Schnitten mit S die axonometrisch 
Normalen, so sind diese für das Parabelbild Tangenten; sind außer S 
drei solche Tangenten konstruiert, so kanu man, wie früher erwähnt, 
durch Kreise über den Tangentendreieeken den Brennpunkt fg finden. — 
Auch So läßt sich direkt bestimmen (Fig. 140): Zieht man durch f 
zu S die axonometrisch Nonnale Ä {A ist parallel zu o/(), so ist A 
das Bild der Parabelachse und daher für das Parahelbild ein Durch- 
messer, also die Ächaenrichtung; die Scheiteitaugente S^ des Bildes 
hat eine dazu normale Richtung M; um ihre Lage zu erhalten, sucht 
mau zu It die axonometrisch Normale durch f (f's ist parallel zu 
47ij); der Schnittpunkt a mit S Hegt auf S^. Der Scheitel «o, d. i. 
der Berührungspunkt von S^, ist von s ebensoweit entfernt als t 

1) Daraus folgt der planimetrische Sata; Jeder Punkt des einem Dreiecke 
umEchriebeuen Kreises hat die Eigenschaft, daß die Pußpnnkte seiner Normalen 
auf die Dreiecksaeiten in einer üeiadea liegen, 

2) Daraus folgt der planimetriecbe Sata: Bildet man aus vier beliebigen 
Geraden die viei' mSgliclien Dreiecke, so gehen die umscliriebenen Kreise dui-ch 
einen Punkt. 
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(der Sclmittpuükt von i% und Ä). Die Nonnale za S in s trifft diu 
Achse Aa des Bildes im Brennpunkte fg. — Natürlich kann man 
auch die gegebene Parabel in der TJmlegung zeichnen und dort jene 
Tangente suchen, deren Bild zur Äehsenrichtung normal ist. 

Bei der umgekehrten Aufgabe, die wahre Gestalt einer durch 
ihr axonometrisches Bild gegebenen Parabel zu suchen, geht mau 
analog vor, 

Aufgaben: Für eine Ellipse E^ der Grundrißebene sei das axono- 
metrische Bild gegeben; wenn E^ die orthogonale Projeitdon eines Kreises 
ist, so soll die Stellung der Kreisebene gesucht werden: Man bestimmt 
in der TJmlegung die wirklichen Scheitel, und daraus deren Bilder «a,, h\\ 
in einer vertikalen Geraden durch ö trägt man die wirkliehe Eszentriziität 
der Ellipse von h aus axonometrisch auf; durch den Endpunkt ji und aa^ 
ist die Kreis ebene bestimmt. 

Für einen in der Bildebene liegenden Kegelschnitt ist der Schatten 
auf eine der Eoordinatenebenen zu bestimmen. 

Eine Ellipse E^ der Grundrißebene ist durch ihi- axonometrisches 
Bild gegeben; durch E^ ist ein Eotationszylinder zu legen und dessen 
Achse zu suchen: Man sucht das Bild f des wirklichen Brennpunktes aus 
der Umlegung, sowie die Länge der wirklichen kleinen Halbachse. Diese 
trägt man von f aus in einer Vertikalen axonometrisch auf und verbindet 
den Endpunkt mit m; diese Verbindungslinie ist die Zyhnderachse. 

In der Aufrißebene ist eine Hyperbel H^ durch ihr Bild gegeben; 
durch H^ ist ein Botationskegel zu legen, dessen Achse parallel aar Auf- 
rißebene ist: Der Ort der Kegelscheitel ist eine Ellipse, deren Ebene 
parallel zu T"^ ist und für welche die Scheitel und Brennpunkte der Hy- 
perbel H^ die Eollen vertauschen. Man hat daher zuerst die Bilder der 
wirklichen Brennpunkte und Scheitel der Hyperbel zu suchen. 

In der Seitenrißebene hegt eine Ellipse E^., deren Bild gegeben ist; 
durch E^ ist ein Rotationskegel zu legen, dessen Scheitel von der Seiten- 
rißebene eine gegebene Entfernung hat. 

In der Grundrißebene ist eine Parabel P^ gegeben; durch P^ ist ein 
Rotafionskegel zu legen, dessen Scheitel in einer Koordinatenebene liegi 

Zwei Strecken oa und oft sind gegeben; sie sollen die Bilder von 
zwei gleichen in einer Ebene e liegenden Strecken sein ; £ ist zu be- 
stimmen: Man faßt oa und oh als konjugierte Durchmesser einer Ellipse 
auf, welche das asonome tri sehe Bild eines Kreises ist; die Kreisebene ist 
zu suchen. 

Zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse sind gegeben; das Achsen- 
ki'enz ist so zu wählen, daß die Elhpse das Bild eines üi einer Koordi- 
natenebene liegenden Kreises ist: Man sucht zuerst die Achsen der Ellipse; 
die kleine Achse*) gibt die ßiehtung des Bildes emer Koordinatenachse; 
die 2-Achse wählt man vertikal und den dazu konjugierten Durclimesser 
als Bild der dritten Achse. 

1) Von ien beiden Achsenrichtungen teilt die kleine Aohae jene durch 
ein koiyngiertes DurchmesBerpaar gebildeten Scheitelwinkel, welche größer als 
90" sind. 



y Google 



102 X- 2jiinderfläohcn, 

Ein Dreieck ahc und ein Pimkt p sind gegeben; das AchsenkreviK 
ist so zu wählen, daß alc daa Bild eines in einei' Koordinatenebeae 
liegenden Dreieckes und p das Bild seines HSheösobnittpunktes ist.^) 



X. Zylinderflächen. 

Bewegt sich eine Gferade so, daß sie stets eine gegebene Leit- 
kurve schneidet und zu eich parallel bleibt, so besclireibt sie eine 
ZyUnderflädte; die Geraden, deren geometrischer Ort die Släche ist, 
heißen ihre Erzeugenden. Jede au den Erzeugenden paTsllele Ebenen 
schneidet die Fläche nach Erzeugenden. Parallele Ebenen sehneiden 
die Fläche in kongruenten Kurven, welche ala Parallelprojefetionen 
aufgefaßt werden können. Die Zylinderfläche kann daher auch er- 
zeugt werden durch eine ebene Kurve, welche parallel einer gegebenen 
Richtung verechoben wird. 

Die Tangentialebene eines Punktes p^ der Fläche entliält alle 
Tangenten des Punktes p^ an die durch ihn gehenden Kurven der 
Fläche; da zu diesen Kurven bei der Zjliuder^ehe auch die Erzeu- 
gende durch p^ gehört, so enthält die Tangentialebene eines Punktes 
der Zylinderfläche auch diese Erzeugende und ist bestimmt, wenn 
man in p^ für ii^end eine Kurve der Fläche z, B. einen ebenen 
Schnitt die Tangente kennt. 

Betrachtet man zwei Punkte p^ und q, auf derselben Erzeugenden 
0^, so können ihre Tangentialebenen durch die Erzengende und die 
Tangenten in p^ und q^ an zwei in parallelen Ebenen liegende Schnitt- 
kurven bestimmt werden. Diese Taugenten sind parallel und daher 
die beiden Tangentialebenen identisch, d. h. eine Tangentialebene der 
Zylinderfläche berührt diese in allen Punkten einer Erzeiigenden. Jede 
Gerade der Tangentialebene ist Tangente der Fläche und zwar be- 
rührt sie in dem auf der B er ührungser zeugenden liegenden Punkte. 

Um durch einen beliebigen Punkt p,, des Baumes die Tangential- 
ebenen zu finden, legt man durch p^. eine beliebige Ebene und an die 
Schnittkurve mit der Zylinderfläche aus p^ die Tangenten. Diese 
müssen in den gesuchten Tangentialebenen enthalten sein und be- 
stimmen sie durch die zu den Berührungspunkten gehörigen Erzeu- 
genden. Da es bei dieser Konstruktion gleichgültig ist, welche Hilfs- 
ebene durch p^ man benützt, so erfüllen alle Tangenten der Fläche, 
durch p^ die durch p^ gehenden Tangentialebenen; diese enthalten je 
eine Erzeugende der Fläche als Ort der Berührungspunkte und schnei- 

1) Vergi. Anm, 3 pag. 63, Fig. 76. 
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den eich dabei m einer durch ^i gehenden 7n den Erzeugenden partil- 
lelen Geraden. 

Li^t dei Punkt jj^. unendlich fem auf emei Geraden (5^, so sind 
die durch ihn gehenden Tangentialebenen parallel. Ihre Stellung ist 
gegeben dui-eh die Richtung der Geraden G^ und die Richtung der 
Zylindererzeugeaden. Betrachtet man p^ als Projektionszontrum, d. h. 
Gj. als die Richtung der Projektionsstrahlen, so erfüllen alle Projek- 
tionsstrahlen, welche die Zylindei-fläche bemhren, parallele Tangeutlal- 
ebenen. Die Erzeugenden, welche die Berührungspunkte enthalten, 
trennen den sichtbaren vom unsichtbaren Teil dei' Fläche; sie bilden 
den wahren Umriß der Fläche; ihre Projektion, d. i. der Schnitt der 
Tangentialebenen mit der Bildebene, ist der sdtdnbare Umriß oder 
Kontur der F^he. Jede Kurve d^ Flädte, welche den wahren Umriß 
schneidet, projiziert sich als Kv/rve, welche den sdieinharen Umriß he- 
riihrt; denn die Kurventangente im Schnittpunkte liegt in der zu den 
Projektionestrahleu parallelen Tangentialebene und ihi'e Projektion 
fällt daher in eine Konturerzeugende. 

Im folgenden sollen nur die Zylindorfläehen zweiten Grades be- 
handelt werden, deren Leitkurve ein Kegelschnitt ist. Jeder ebene 
Schnitt einer solchen Fläche kann als Parallelprojektion der Leitknrvc 
aufgefaßt werden und ist daher ein Kegelschnitt. Man pflegt die 
Zylinderfläche gewöhnlich durch zwei pai'allele Ebenen zu begrenzen 
und deren kongruente Schnittkurven Basiskegelschnitte zu nennen. 
Die durch den Mittelpunkt einer Basiskurve gehende Parallele zu den 
Erzeugenden heißt Zylinderachae ; auf ihr liegen die Mittelpunkte aller 
ebenen Schnittkurven. — Ist die Basiskurve ein Kreis und die Achse 
zur Basisebene normal, so heißt diese besondere Flüche ein Motcdions- 
sylmder. 

Darstellung der Zylinderfläche zweiten Grades. 

Man bestimmt das Bild der beiden kongruenten Basiskegel- 
schnitte; ihre gemeinsamen parallelen Tangenten bilden den schein- 
baren Umriß der Fläche; oft wird nur das Eüd einer Basiskurve ge- 
zeichnet, welche durch Angabe der Basisebene eindeutig bestimmt ist, 
und außerdem die Achse durch Bild und aionometrischen Grundriß 



Schnitt mit einer Geraden. 

Wie bei den Prismen legt man durch die Gerade parallel zu 
den Erzeugenden eine Hilfsebene, welche die Flache nach Erzeugenden 
schneidet. Die Basisspnr dieser Hilfsebene trifft die Basiskurve in 
Punkten, durch welche jene Ei-zeugendeu gehen, welche die gesuchten 
Schnittpunkte enthalten. 
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Aufgabe: Von einem Punkte einer Zylinderfläche ist dei' axoiio- 
metrische Gi-ujidriß gegeben; sein Bild ist au bestimmen. 

Tangentialefteiieii. 

Soll in eiuem Punkte p^ der Fläche die Taugentiülebene be- 
stimmt werden, so sucht man den Basisspui^punkt der dni'cli 2',- 
gehenden Erzeugenden und legt in ihm au die BasiskiU've die Tan- 
gente; diese bestimmt mit der Erzeugenden die gesuchte Tangential- 
ebene. 

Sind durch einen nicht auf der F^che liegenden Punkt q^ die 
Tangentialebenen zu legen, so bringt man die zu den Erzeugenden 
Parallele Q_. durch f/,, mit der Basisebene in d, zum Schnitt und legt 
durch ä^ an den Basiskegelsehnitt die Talenten; diese bestimmen 
mit Q^ die Tangentialebenen. 

Soll man parallel zu einer Geraden G^ die Tangentialebenen an 
die Fläche legen, so zieht man diirch eineu beliebigen Punkt Parallele 
zu der Geraden (r^ und zu den Erzeugenden und sucht die Basisspur 
der dadurch besiimraten Hilfsebene; parallel zu dieser Basisspur sind 
an den Basiskegelsehnitt die Tangeuten zu legen, welche die Basis- 
spuren der gesuchten Tangentialebenen bilden; die Beruhrungserneu- 
genden gehen durch die Bei-ührungsp unkte der Basiaspuren. 

Aufgaben: An eine Zylinderfläche sind die vertikalen Tangential- 
ebeuen au legen. 

Für zwei Punkte der Fläche, deren Bildei' sich decken, ist die 
Schnittlinie ihrer Tangentialebenen zu suoben. 

Sclmitt mit einer Ebene. 

Jede ebene Schnittkui-ve ist ein K.t,goKthnitt dei'iell en Ait wie 
die Basiskurve und kann punktweise bestimmt weiden indem m^m 
den Schnitt der einzelnen Erzeugendon mit der gegebenen Ebene a 
sucht. Zu 'diesem Zwecke wählt man die Hdftebtnen zuemandei 
parallel, oder durch die Achse, oder durih eine Erzeugende 

Um in einem Punkte p^ der Schmttkurve an diese die iangente 
zu bestimmen, bringt man die Tangentialebene des Punktes 2> ^^i ^^ 
Zylinder fläche mit der gegebenen Ebene c zum Schnitt einen Punkt 
dieser Schnittlinie erhalt man als Schnitt dei Basibspuien dei beiden 
Ebenen. 

Bei der Bestimmung des Schnittpunktes emei Eizeugcnden mit dei 
Ebene k^ empfiehlt es sieh daher, als Hilfsebene die Tangentialebene 
der Fläche zu benützen; diese schneidet aus u^ eine Tangente der 
Schnittkurve aus; ihr Berührungspunkt liegt m dtr Erzeugenden 
^ngs welcher die Tangentialebene berührt 

Benützt mau bei einem elliptischen Zylinder zwei parallele Tan- 
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geniialebeiieii t, und r^, so liefern diese parallele Tangenten der 
Schnittkurvc, also in ihren Berührungspunkten die Endpmikte eines 
Dnrchmessers D^- Dadurch ist auch die Lage des zu T)^ konjugierten 
Durchmessers JD^,' gegeben. Bringt man n,,' mit der Fläche 7.nni 
Schnitt, so erhält man seine Endpunkte; die betreffende Hilfsebene 
ist pai-allel zu den Tangentialebenen Tj und ig. Die durch ein Paar i''ig. 1*1 
konjugierter Durchmesser bestimmte Sehnittkurve berührt die Kontur- 
erzengenden; der ihi-e Berührungspunkte verbindende Durchmesser F^ 
der Sehnittkurve und der zu den Bildern der Konturerzeugenden kon- 
jugierte Durchmesser P der Basiskurve seimeiden sich in der Basis- 
spur von a^. 

In Fig. 141 liegt eine Basiskm-ve der Zyiinderfläche in der Gruad- 
rißehene; die Achse G^ ist dmrct Bild und ax onometrischen Grundriß ge- 
geben. Als Hilfsebenea wurden die vertikalen Tangentialebenen t^ und t^ 
gewählt, deren Baaisspm'en ku G' parallel sind. Die Schnittlinien 2\ 
und T^ dieser Tangentialebenen mit « enthalten die Endpunkte 1,, und 3^ 
eines Durchmessers D^ der Sehnittkurve; der dazw konjugierte Durch- 
messer J)^ trifft ß* in (T; die Basisspur md' der vertikalen Hilfsehene ist 
hier identisch mit S'; sie schneidet den Basiskegelschnitt in den Punkten 
3 und 4, auf deren Erzeugenden die Endpunkte von J)^' liegen. Der 
Durehmesser P verbindet die Basispunkte der Konturerzeugenden und 
schneidet «'' in p; auf in^p liegen die Konturpunkte Pj und p^ der 
Sehnittkurve. 

Zur Bestimmung konjugierter Durehmeea er paare der Schnittkurve 
führt auch eine andere Überlegung; die Schnittellipse kann als Pro- 
jektion der Basis auf die Ebene k pai-allel zur Richtung der Erzeu- 
genden aufgefaßt werden. Der Mittelpunkt m^ ist die Projektion des 
Mittelpunktes m der Basis, also der Schnitt der Achse mit der Ebene a. 
Die Schnittkurve und Basiekui-ve sind affine Figaren; Affinifätsachse 
ist die Baaisspur von «; die Punkte m und ?«„ sind ein affin zuge- 
ordnetes Punktepaar. Sucht man zu den Endpunkten zweier kon- 
jugierter Durchmesser Sjy der Basis die affinen Punkte, so erhält 
man die Endpunkte zweier konjugierter Durchmesser D^D^ der Schnitt- 
kurve; I), Dg resp. B', I)^ schneiden «* in demselben Punkte d resp. d'. 

Will man die Achsen des Bildes der Sehnittellipse finden, so Vig. 14S 
benützt man den Satz, daß alle Kreise, weiche solche Pimktepaare dd' 
zu Endpunkten eines Durchmessers haben, durch zwei feste Punkte, 
i»iJ%' gehen. Der Kreis, welcher die Punkte m^,™/ und % enthält, 
sehneidet die Basisspur von « in Punkten, welche auf den Achsen- 
des Bildes der ScbnitteUipae liegen. 

In Kg. 142 wurde zuerst der Schnitt m^ der Achse G mit der 
Ebene a bestimmt. Als konjugierte Durchmesserpaare der Basis wurden 
jene gewählt, welchen G' resp. G angehören; die Halbkreise über Jih' 
und dd' schneiden sich iu m^; die Symmetrale von ii^w^ trifft k* in Oj, 
dem Mittelpunkte jenes Kreises, welcher aus a'' die Punkte « uad & der 
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gesuohteu Achsen aussclineiclet. Es genügt, wenn einer dieser Punkte, 
1. B. a auf der Zeichenfläche liegt; iw» und der daau konjugierte Durch- 
messer Bchueiden die Basiskurve in den Punktepa a.ren III und III IV, 
deren Erzeugenden die Scheitel des Bildes der Sclmittollipse enthalten. — 
Liegt die BasiselHpse nicht gezeichnet vor, sondern ist sie nur durch ein 
Paar konjugierter Durehmesser oder die Achsen gegeben, so läßt sich die 
Konstruktion durchführen, ohne weitere Punkte der Basiskuive zu be- 
nutzen. Man bringt das gegebene konjugierte Darchmesserpaar und das 
au den gegebenen Supplementarsehnen pai'allele konjugierte Durchmesser- 
paar mit «'' zum Schnitt und sucht »Wj; dann bestimmt man den affinen 
Kreis X,, welcher auch zur gesuchten Ellipse affin ist, für jw^m^ als ent- 
sprechendes Punktepaar. In dieser affinen Beziehung sucht man zu den 
Endpunkten der normalen Kreisdurchmesser m^a und m^ die affin zu- 
geordneten Punkte und erhält die gesuchten Scheitel des Bildes der 
SchnitteUipse. 

Soll für den ebenen Schnitt eines hyperbolischen Zylinders die 
Hauptachse des Bildes konstruiert werden, so benützt man die Eigen- 
schaft, daß sich die Asymptoten einer Hyperbel bei jeder Parallel- 
projektion wieder als Asymptoten projizieren, also die Ast/mptolen- 
ebmen «^ßj, welche durch die Asymptoten der Basiskurve parallel 
zu den Erzeugenden gelegt werden, die Asymptoten jedes ebenen 
Schnittes enthalten. Man bringt daher «j und «g mit der gegebenen 
Ebene zum Schnitt und erhält für das Bild die Asymptoten, Aus 
diesen und dem Bilde eines Punktes der Schnittkurve lassen sich die 
Scheitel der Hauptachse und die Brennpunkte des Bildes finden 
(vergl. Fig. 136). 

Bei einem paraholischen Zylinder enthalten die zu der Achse der 
Baeiskurve und den Erzeugenden parallelen Su/rchmesserebenm für 
jeden ebenen Schnitt einen Dui'chmesser; man wird also zuerst das 
Bild eines solchen Durchmessers der Schnittkurve suchen und dann 
das dazu normale Bild einer Tangente der Schnitthurve samt Be- 
rührungspunkt. Dadurch ist die Scheitel tangente und der Scheitel 
des Bildes der Schnitfekurve gegeben. Aus dem Bilde noch einer 
Tangente ergibt sieh der Brennpunkt des Bildes der Sehnittkurve. 

Aufgaben; Der Schnitt einer Zylinderfiäche mit einer der Koordi- 
natenebenen ist zu bestimmen. 

Es ist das axonometrische Bild eines Körpers zn konstruieren, dessen 
Kontur im Grundriß ein Kreis, im Aufriß ein Quadrat, im Seitenriß ein 
gleichschenkliges Dreieck ist. 

Die Kreisschnittehen en eines elliptischen Zylinders sind zu bestimmen: 
Man sucht zuerst den Schnitt des Zylinders mit der Ebene £, welche 
normal zu den Erzeugenden ist, und bestimmt die Bilder der Scheitel dieser 
Schnittellipse, indem man die Ebene e samt der Sehnittkurve in die Bild- 
ebene umlegt, die wahren Scheitel in der Tlmlegung sucht und deren 
Bilder konstruiert. Eine Kreisschnittebene geht durch die große Achse 
des Normalsohnittes und schneidet auf der durch die Seheitel der kleinen 
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Achse geheaden Erzeugenden Punkte aus, deren Entfernung von diesen 
Scheiteln gleich der wahren Exzentrizität ist (yergl. die Äufgahe pag. 87). 

Ein Zylinder ist asonomeirisch gegeben; die Lage jener Ebenen au 
finden, für welche das Bild der Sebnittkui-ve ein Kreis ist: Die asono- 
metrische Basisspur einer solchen Ebene ist Affinitätsachse für das Bild 
der Basiskurve und Sehnittknrve als affln augeordnete Km'ven. 

Der Schatten einer vertikalen Goraden, auf einen Zylinder mit hori- 
zontalen Erzeugenden ist zu bestimmen. 

Der Schatten einer quadratischen Platte auf eine Zylinderfläehe ist i*'ig- üä 
zu suchen: Die Schatteubestimniung wurde in Fig. 143 für einen Zylinder 
mit horizontaler Basisebene und vertikalen Erzeugenden ausgeführt. Es sei 
aufmerksam gemacht, daß die Tangenten von a' durch die Schnittpunkt ii 
1 und 2 der Tangentialebene i von «' mit den schattenwerfenden Kanten 
gehen, und daß der Punkt g', in welchem die Sohattenkurve die Solbat- 
schattengrenze trifft, zur Tangente das Bild des Lichtstrahles hat.'^) 

Schatteu bei Parallelbeleuchttmg. 

Der beleucht«tü Teil der Zylinderfläehe wird von dem im Selbst- 
Schatten befindlichen Teile durch den Ort der Berührungspankte jener 
Plächentangenten getrennt, welche parallel zum Lichtstrahle sind. 
Diese Tangenten erfüllen zwei zum Lichtstrahle parallele Tangential- 
ebenen, deren Beriihrungser zeugenden die Selbstschattmgrense bilden. 
Zu ihrer Konstruktion legt man dnreh einen behebigen Punkt Paral- 
lele zum Liehtsfcrahle und zu den Erzeugenden, sacht die Basisspur 
der dadurch bestimmten Ebene e und zi^t zu dieser Spur die paral- 
lelen Tangenten an die Basisturve. Durch die Berührungepunkte 
gehen die beiden Zylindererzeugenden, welche die Selbatschattengrenze 
bilden. Die Sasisspur von s, pwraUel sm welcher die Tangentm an 
tMe Sasishtrve gesogen werden, ist der St^atten einer su den Erseu^en- 
den pwraMelen Gnaden auf die Basisehene oder die FwraÜelprojekUon 
des Zdt^tstrahles auf die Bmis^ene für Pr<yjektionsstraMen, welche 
paraMel den Zylind^ersmgenden sind. 

In dem besonderen Falle, wenn der Zyhnder gerade ist (d. h. die 
Erzeugenden normal zur Basisebene sind) und die Basiskurve in einer 
der Koordinatenebenen liegt, sind die erwähnten Basistangenten parallel 
zu dem betreffenden ax onometrischen Riß des Lichtstrahles zu ziehen. 

Der BcHlagschatteit der Zylindei-fläche wird begrenzt durch den 
Schatten der beiden Erzeigenden, welche die Selbatschattengrenze 
bilden, aovrie durch den Schatten der beiden Basiskurven; dieae 
Scbattengrenzen gehen tangentiell ineinander über. 

Ist die Zylinderfläehe offen, so tritt noch ein Schattest ins Innere 
auf, welchen die Basiskurve wirft. Dieser Schatten kann punktweise 
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beatimmt werden, indem man durch die einzelnen Punkte der BaeiB- 
kurve Liclitsti-ahlen legt und mit der Zylinderfläclie zum Schnitt bringt. 
Jene Punkte der Basis, welche einen eigentlichen Schatten werfen, 
sind durch die Basispunkte der Selbsteehattengrenze eingeschlossen. 
Die zur Bestimmung der einzelnen Schattenpunkte verwendeten Hilfs- 
ebenen sind za den Erzengenden parallel; ihre Baaisspuren sind pai'aUel 
zu den Schatten der Ei-zeugenden auf die Basisebene, also auch parallel 
Fig. 144 zu den Tangenten in den Basispunkten der Selbstschattengrenze. Die 
Dreiecke pp^p', tl^iQ',- ■ ■, deren Seiten die Baaisspur der Hilfaebene, 
eine in der Hilfsebene liegende Erzengende und der Lichtstrahl bilden, 
sind ähnlich, weil ihre Seiten parallel sind (Fig. 144). Halbiert man 
die, in der Basis liegenden Seiten dieser Dreiecke, so liegen die Hal- 
bienmgspunkte, da sie eine Schar paralleler Sehnen des Basiskegel- 
sehiiittea halbieren, auf einem Durchmesser, dessen Endpunkte 1 und 2 
der Selbstschattengrenze des Zylinders angehören. Die Halbiernngs- 
punkte p^, ^01 ' ■ ■ iiit ^^^ gegenüberliegenden Ecken p', g*, ■ ■ - der 
ähnlichen Dreiecke verbunden, geben parallele Gerade, so daß die 
Schattenpunkte p', §',-■■ in jener Ebene ß liegen, welche die zu p^p" 
parallelen und den Durchmesser 1 2 schneidenden Geraden bestimmen. 
Der Schaum ins Innere ist demnach eine ebene Kurve, also ein mit 
(ifer Basislmrve (fleicharti-ffer Kegelsdmiit. 

Um die Tangenten in den einzelnen Punkten der in der Ebene ö 
liegenden Sehh^chattenkurve zu bestimmen, kann man diese als 
ebenen Schnitt des gegebenen oder des Lichtzylindei's auffassen. 
Wenn man daher durch einen Schattenpunkt p' die Erzeugenden 
dieser beiden Zylinder zieht und in ihren Basisspur punkten p und p^ 
die Tangenten an die Basiskurve legt, so schneiden diese die Basis- 
Spur 1 2 der Ebene o in demselben Punkte t^, welcher der gesuchten 
Tangente angehört. Daraus folgt die bekaimte Eigenschaft der Kegel- 
schnitte, daß sich die Tangentenpaare in den Endpunkten eirer Schar 
par^eler Sehnen in jenem Durchmesser schneiden, welcher zur Sehnen- 
sehar konjugiert ist. ') 

Die Tangenten in den Punkten 1 und 2 können nicht so be- 
stimmt werden; sie sind zn der Richtung p^^p' parallel. 

Will man feei einem elliptischen Zylinder den Schatten ins Innere 
durch zwei konjugierte Durchmesser bestimmen, so kann die Sehatten- 
kurve als Projektion der Basiskurve parallel zum Lichtstrahle (oder 
zu den Erzeugenden) aufgefaßt werden. Man braucht also nur von 
den Bndpunkten zweier konjugierten Durehmesser der Basiskurve die 
Schatten auf die Zylinderfläche zu bestimmen; dazu wählt man am 
einfachsten die Pmikte 1, 2 der Selbstschattengrenze, welche mit ihren 
Schatten zusammenfallen, und die Endpunkte des zu 1 2 konjugierten 

1) Dies ist wieder ein Beispiel, wie dui'cli räuinliclie Betiachtuiig plani- 
motrische Eigenscliaften nachgewiesen werden können; vergl. pag, 25 und 42. 
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DurclimesBers, Ton welchen einer einen eigentlichen, der andere einen 
uneigentlichen Schatten wirft. {Oder man sucht die Schattenpunkte 
anf Erzeugenden, deren Basispunkte die Endpunkte zweier konjugierten 
Durchmesser der Basiskunre sind, z. B. die Endpunkte des zu den Kontur- 
erzeugenden parallelen und des zu ihnen konjugierten Durchmessers.) 

In Fig. 145 ist ein ZyKnder dargestellt, dessen Basiskurve in der 7ig. : 
Aufrißebene liegt und dessen Erzeugenden horizontal sind. Man wählt auf 
einer Konturerzeugonden G einen Punkt p und legt durch ihn eine Pai-al- 
lele zum Lichtstrahl. Die Basisdurchstoßpunkte v und 4J(, dieser Geraden 
bestimmen die Basisspur s" jener Hilfsebene, zu welcher die in der Selbst- 
schattengrenze berührenden Tangentialebenen parallel sind. Die Selbst- 
schattenerz engenden gehen durch die Berührungspunkte 1 und 2 der zu t' 
parallelen Basistangenten. Die Endpunkte 3, 4 des zu 1 2 konjugierten 
Durchmessers liefern als Schatten auf die Zylindei-fläche die Punkte 3' 
and 4"; durch die konjugierten Durchmesser 12 und 3' 4' ist die Schatten- 
ellipse gegeben. Um ihren Konturpunkt zu finden, zieht man durch den 
Basispunkt w der Konturerzeagenden die Parallele zu s", weiche die Basis 
in v^ schneidet; der durch v^ gehende Lichtstrahl enthält den gesuchten 
Konturpunkt if! 

Aufgaben : Ein horizont-ales 'J'onnengewölbe ist sixononietriseli dar- 
zustellen und der Schatten ins Innere zu bestimmen. 

Der Schatten ins Innere eines parabolischen Zylinders i.st zu Ifon- 
struieren. 

Schatteil bei Zentralbelenchtnug, 

Die Selhstsdiattenfirenise besteht aus den beiden Erzeugenden, in 
welchen die diu-cL die Lichtquelle gehenden Tangentialebenen die 
Zylinderfläche berühren. Zu ihrer Konstruktion legt man durch die 
Lichtquelle \ eine Parallele zu den Erzeugenden G^ und zieht von ihrem 
Schnittpunkte Sq mit der Basisebene die Tangenten T-,, T^ an die 
Basiskurye. Die Berühi-ungspunkte 1 imd 2 sind die Basispunkte der 
Selbstsohattenerzeugenden. 1\ und 2\ sind Schattengrenzen des Zy- 
linderschattens anf die Basiaebene, und sie berühren den Schatten der 
zweiten kongruenten Basiskurve. Da dieser ähnlich znr schattenwer- 
fenden Kurve ist, braucht man nur von den Endpunkten zweier kon- 
jv^ierfcen Durchmesser die Schatten zu bestimmen, um auch von der 
Schatfcenkurve konjugierte Durchmesser zu erhalten. 

Der Schatten ins Innere kann punktweise bestimmt werden, indem Fig. : 
man durch die Punkte der Basiskurve Lichtstrahlen zieht und sie mit 
der Zylinderfiäche zum Schnitt bringt. Die Punkte der Basiskurve, 
welche einen eigentlichen Schatten werfen, sind durch die Basispunkte 
der Selbstschattengrenze eingeschlossen. Die zur Bestimmung der 
einzelnen Schattenpunkte verwendeten Hilfsebenen schneiden sich in 
jener Geraden G^, welche parallel zu den Ei-zengenden durch \. geht. 
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Ist So tler Basisdiirehstoßpuükt von G^., ao nieht man (Fig. 146) zur 
Konstruktion der Sciiatteupunkte durch s^ in der Basisebene Gerade; 
diese aehneiden die Basis in den Punkten p undj)^; der Lichtstrahl durch 
p schneidet die Erzeugende durch 2h in einem Punkte y des Schattens. 

Konstruiert man aiich den uneigentlichen Schatten des Punktes j)^, 
80 erhält man in jeder Ebene durch G zwei Punkte p' und p^' des 
Schattens; ihre VerbindungsHuie schneidet (? in ( und die Basisspur 
in r. Aus der Ähnlichkeit von Dreiecken folgt 

sj :pp^' = s^ ipp^ und U :ppi = Ip' -.pp" == s^p^'-pp^ , 
d. h, s„i ist gleich tt-., femer ist 

^iiPi '■ hP = ^1^ -ip = PiP' '• PPi = P^ • ¥>' j 
d. h. Sd und r trennen p,p^ harmonisch. Daher ist für alle Ebenen 
durch G der Punkt i fest, und der Punkt r beschreibt die Polare 1 2 
von Sq. Die sämtlichen Sehattenpunkte liegen daher in jener Ebene, 
welche durch 12^ bestimmt ist. Der Schatten los Innere wird durch 
einen zur Basiekui-ve gleichartigen Kegelschnitt begren^it. 

Die Tangente in einem Punkte p' des Schattens muß den Tan- 
gentialebenen des gegebenen Zylinders und des Lichtkegels in p^ an- 
gehören, da der Schatten die Durchdringungskurve der beiden Flachen 
ist. Man bringt also die Tangenten in p und p^ an die Baeiskuive 
zum Schnitt und erhält den Basisdurchstoßpankt der gesuchten Tan- 
gente von f. Alle diese Basisdurchstoßpunkte liegen in der Polaren 
von Sq. 

Die Tangenten in 1 und 2 können nicht so bestimmt werden. 
Sie sind der Schnitt der Tangentialebenen von 1 und 2 mit der 
Ebene der SchattenkurYO, gehen also durch t. 
Fig. 147 Will man die Schattenkurve durch konjugierte Durchmesser be- 

stimmen, so faßt man sie als Parallelprojektion der Easiskurve auf 
und projiziert parallel zu den Erzeugenden die Endpunkte zweier kon- 
jugierten Basis durchmesser auf die Ebene <J der Sehattenkurve. Man 
braucht dann nur die auf den betreffenden Zylindererzeugenden liegen- 
den Schattenpunkte mittels Hilfsebenen durch G zu bestimmen. Am 
einfachsten wählt mau (Fig. 147) den zu 12 paraUeleit Durchmesser 
in und den dazu konjugiei-ten Durchmesser 34, welcher durch Sj, 
geht. Die Projektion von 34 auf ff geht daher durch i; die Projek- 
tion des Durehmessers lU hat mit diesem gleiche Länge. ^) 

1) Wenn man die Äehaen des SciattenbildeE etiialten will, so kann man 
über tl2 einen Kreie besolireiben Tind den zn t beaüglich 1, 2 lianaonischea 
Pnnkt X im Kreise konstruieren. Die gesuchten Achsen lialbieren den Winkel 
tvi^x. — Für diese von Pe7^ iu Beinen Abhandlungen über Axonometrie ange- 
gebene Konstruktion, welche dort projektiviBch begründet ist, habe ich einen 
elementaren Beweis in der Abhandlung „Über Eiünimnngskreiae von Kegel- 
schnitten" angegeben. (Sie dürfte im Archiv für Math. v. Physik 1906 erscheinen.) 
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Sucht man den Schatten irgend einer Kurve auf die Zjlinder- 
iääche, so werden die durch die Xm-veupnnkte gehenden Lichtstrahlen 
mit der Fläche zum Schnitt gebracht; die hierbei verwendeten Hilfs- 
ebenen sind bei Parallelbeleuchtung untei-einander pai-allel, bei Zentral- 
beleuehtung schneiden aie sich in der durch die Lichtquelle parallel 
zu den Erzeugenden gehenden Geraden. 

Die Schattenkurve ist dei' Schnitt der gegebenen Zyliaderßäche 
mit der durch die Kurve gehenden Lichtatrablenfläche, Daher muß 
die Tangente in einem Punkte des Schattens in den Tangentialebenen 
dieser beiden Hächen liegen und wird als ihr Schnitt bestimmt. 

Für den Punkt g', in welchem die Schattenkurve die Selbst- 
schattengrenze des Zylinders trifft, enthalten die Tangentialebenen an 
beide Flächen einen Lichtstrahl; daher ist deren Schnittlinie, d. i. die 
Tangente des Punktes q' an die Schattenkurve, der durch g" gehende 
Lichtstrahl. Schneidet also d&r Schatten einer Kurve auf die Zylinder- 
flache deren Sdbstschattengrenge, so ist im Schmt^nmkte die Ta/ngente 
an das Bild der Schattenkwve hei ParaUelbeleuehking sum Bilde des 
lAchtstraMes pwaUel (vergl. Fig. 143); bei Zentralbelmchta^ geht die 
Tangente in diesem SchniMpunMe dwreh das Bild der Lichtquelle. 
Dieser Satz gilt nicht nur für die Zylinderfiächeu, sondern für alle 
Flächen, 



XI. Kegelflächen. 

sich eine Gerade so, daß sie stets eine gegebene Leit- 
kurve schneidet und durch einen festen Punkt s geht, so beschreibt 
sie eine vollständige Kegelfiäclie. Die einaelnen Geraden der Kegel- 
fläche heißen Erzeugende, der feste Punkt s heißt der Scheitel der 
Kegelfläche. Der Seheitel teilt die vollständige Kegelfläche in zwei 
einfache. Jede Ebene durch den Scheitel achneidet die Mäche in 



Parallele Ebenen schneiden die Kegelfläehe in ähnlichen Kurven, 
welche als zentrale Projektionen für den Scheitel als Zentrum auf- 
gefaßt werden können. Wenn jene Punkte zweier solcher ähnliehen 
Kurven als entsprechend bezeichnet werden, welche auf derselben Er- 
zeugenden liegen, so haben irgend zwei entsprechende Strecken ein 
konstantes Verhältnis und sind parallel. 

Die Tangenten an solche parallele Schnittkurven in Punkten der- 
selben Erzeugenden sind parallel. Daher sind für alle Punkte einer 
Erzeugenden die Tangentialebenen identisch, da sie dieselbe Erzeugende 
und parallele Tangenten enthalten. Jeder Punkt der Erzeugenden ist 
Berührungspunkt der Tangentialebene. Jede Gerade der Tangential- 
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ehene ist Tangente der Mäche und berührt sie in dem auf der Be- 
rühmngserzeugenden liegenden Punkte. ^) 

Um durcli einen beliebigen Punkt p^ des Baumes die Tangential- 
ebenen zu bestimmen, legt man <lurch p^ eine Ebene und an die 
Schnittkurve mit der Kegelfiäche aus p,. die Tangenten, welche mit 
dem Scheitel die gesuchten Tangentialebenen bestimmen. Diese sind 
gleichzeitig der Ort der Tangenten, welche aus p^ an die P^ohe ge- 
legt werden können und enthalten je eine Kegelerzeugende als Ort 
der Berührungspunkte der Tangenten aus p^. Die Tangentialebenen 
durch einen Punkt p,. sclmeiden sich in der Geraden, welche p,. mit 
dem Kegelseheitel verbindet. 

Liegt der Punkt p^ unendlich fern in der llichtung E, so ent- 
halten die durch ihn gehenden Tangentialebenen die durch den Scheitel 
parallel zu li gebende Gerade G und werden, wie früher, mit Hilfe 
einer beliebigen Schnittebene bestimmt. 

Beti-achtet man p^ als Projektionszentrum, so eTfüUen alle Pro- 
jekt! onssfcmhlen, welche die Kegelfläche berühren, Tangentialebenen. 
Die Ei-zeugenden, welche die Berührungspunkte enthalten, trennen 
den sichtbaren und unsichtbaren Teil der Kegelfläche; sie bilden den 
wahren Umriß der Fläche; ihre Projektion, d. i. dei- Sehnitt der Tan- 
gentialebenen mit der Bildebene, ist der sdmnhare Umriß oder Kojüur 
der Fläche. Jede Kurve der Fläche, welche den wahren Umriß 
schneidet, projiziert sich als Kui-ve, die den scheinbaren Umriß be- 
rührt. 

Im folgenden sollen nur die Kegelflächen zweiten Grades behan- 
delt werden, deren ebene Leitkurve ein Kegelschnitt ist. Jeder ebene 
Schnitt einer solchen Flache kann als zentrale Projektion der Leit- 
korve aus dem Scheitel aufgefaßt werden und ist daher ein Kegel- 
schnitt. Für die in zwei parallelen Ebenen liegenden ähnlichen Schnitt- 
kurven sind die konjugierten Durchmesserpaare und Achsen parallel 
und liegen deren Endpunkte, sowie die Brennpunkte anf Geraden 
durch den Kegelscheitel. Man pflegt die Fläche durch eine Ebene 
zu begrenzen ujid deren Schnittkurve den Basiskegelschnitt zu nennen. 

Ist die Basiskurve ein Kreis und die yerbindiingslinie des Kreis- 
mittelpunktes mit dem Scheitel auf der Basisebene normal, so heißt 
die Fläche eine 7 



1) Der Kegel und der Zjlinder gehören zu den abwickelbaren Eegelflächen, 
bei welchen, zwei uaendlich benaohliavte Lagen dei' erzeugenden Geraden sich 
aohneiden. Diese unendlich benachbarten Erzeugenden besthnmen eine Ebene, 
deren sämtliche Gerade Flachentangenten sind, da sie die beiden ausammen- 
faUenden Erzeugenden in zwei unendlich nahen Punkten der Fläche schneiden. 
Die Ebene enthält also für jeden Punkt der Erzeugenden nnendlich viele 
Flächentangenten und ist Bei'ölirungeebene der Fliiche in allen Pmikten der 
Erzeugenden, 
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Darstellung der Kegelfläclie zweiten Grades. 

Ist C das Bild des Basiskegelschnittes und s das Bild des Schei- 
tels, so bilden die beiden Tangenten aus s an C den scheinbaren 
ÜmriS der Kegelfläehe. Das Bild s kann auch innerhalb C liegen; 
dann sind alle Erzeugenden sichtbar und dalier tritt keine Kontur- 
er zeugende auf. 

Aufgabe liine Elhpse ist gegeben bK axononietiistbes Bild eme'^ 
KiPises, wel hei die Basis ein« Rotakonskegelfl »ehe von gegeben« Hohe 
ist Diefe «lOll axonometnsth dargestellt weiden Die große Achse st«Ut 
die Bildspur dei ICreiaebene dar, dabei fitllt dis Bild der Hohe mit der 
kleinen Aehse zusimnien Die wahie Lange der Höhe verhält sich /u 
ihrem Bilde wie die große Achse 7Ui Ex7entn^ität des dhptischeii Bjsis 
Inidns, d«ius 1 iBt si(h dd,& Bill i bestimmen 

Stlinitt mit einer Geiadeii 

Mu kgt lur h den "^theitel s und d e (ieiade C« eine Ebene, am 
einfachsten indem man duich s eine Parallele 7U G zieht; dann bringt 
man die Basissjjui diesei Ebene mit dei Basisknive zum Schnitt und 
zieht duruh die fechnittpunkte die ke^elerzeugendtn sie enthalten die 
gesuchten Schnittpunkte dei Geiaden U mit dei Segelfläche. 

Autgabe Von einem P inkte lei Kegelflttche ist das Bild oder der 
fiundriß e el en lei Punkt iit z bestimmen 

langt iitialibeneii 

Um in --ineni Punkte p dei Flache die 1 in^entialebene zu kon- 
struieren, sucht man den Basi^junkt dei duich p^ gehenden Erzeu- 
genden und legt in diesem an die Basiskurv die Tangente; diese 
bestimmt mit der Eizeugenden die gesuchte Tangentialebene. 

Sind duruh einen Punkt ji außeihalb der Flache die Tangential- 
ebenen zu legen so bringt man die dur h p und den Seheitel gehende 
Oreiade mit der Basiaebene zum Schnitt und zieht duich diesen Schnitt- 
punkt die Tingenten an <iie Bisisknive diese Tangenten sind die 
Bas sspuren dei gesuchten Tangentialebenen Liegt der Schnittpunkt 
unendlich fein so smd die Basisspuren parallel 

Sind parallel /u einer deriden die Tangentiale! enen zu suchen, 
so zieht man duruh den Scheitel zui gegebenen Geiiden eine Paral- 
lele und legt, wie fidhei duicii ihren Bas isipuip unkt die Tangenten 
in die Basisknive 

Aufgaben. An eine Ke^elfluiLhe iind die \ertikd.len Tangentialebenen 

An eine Kegelfläehe, deren Basis in der Grundrißebene liegt, sincl die 
Tangentialebenen parallel nur X-Achse zu legen. 
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Schnitt mit einer Eloene. 

Um au entacheiden, welcheT Art die SchaittkurYe ist, nniß mau 
untersuchen, ob die Knrye reelle unendlich feme Punkte besitzt, d. h. 
ob Erzeugende der Kegelfläche parallel zur Schnitiebene s siad. Zu 
diesem Zwecke legt man durch den Scheitel zu s eine parallele 
Ebene ff: Enthält ff keine Kegelerzeugende, so ist die Schnittkurve 
eine Ellipse. Enthält die Ebene ff zwei Erzeugende, so ist die Schnitt- 
kuiTe eine Hyperbel. Berührt ff die Fläche, so hat die SchnittJmrre 
zwei zusammenfallende unendlich feme Punkte; sie ist eine Parabel. 
Diese ScbnittkurVen können punktweise bestimmt werden, indem 
man den Schnitt der einzelnen Eraeugenden mit b sucht. Benutzt 
man dabei als Hilfsebene eine Tangentialebene, so erhalt man gleich- 
zeitig als ihren Schnitt mit f die Tangente des betreffenden Pimktes 
der Schnittkurre. — ■ Man kann aber auch die einzelnen Kurven durch 
ihre Durchmesser oder Achsen bestimmen. In jedem Falle sei die 
Ebene e dadurch gegeben, daß man von ihr und der parallelen 
Ebene ff durch den Seheitel s,. die Basisspiu-en angibt. 

Fig. 14S a) EUipUscher Schnitt: Eine beliebige Tangentialebene der Fläche 

sehneidet ff und e in zwei parallelen Geraden, von denen die letztere 
eine Tangente der Schnittkurve ist. Zwei Tangentialebenen, welche sich 
in einer Geraden G von ff sehneiden, liefern daher (Fig. 148) Kwei 
zu G parallele Tangenten T-, und T^ der Schnittkurve und durch 
ihre Berührungspunkte einen Durehmesser D,,. Die Lage des dazu 
konjugierten Durchmessers D^ ist dann gegeben und seine Endpunkte 
können als Schnitt von D^ mit der Kegelfläche gefunden werden; 
die dabei benützte Hilfeebene geht durch die Schnittlinie G der beiden 
Tangentialebenen. ') Bei der Bestimmung der Konturpunkte p^ und g^ 
wählt man am einfachsten auch die Hilfsebenen durch G. 

Vi^. i4i) b) Hyperbolischer Schnitt: Die Ebene ff enthält zwei Erzeugende 

Ä^, Afi der Fläche, welche e in unendlich fernen Punkten treffen, daher 
die Richtungen der Asymptoten augeben. Um deren Lage zu bestimmen, 
bringt man die Tangentialebenen a^, a^ längs der beiden Erzeugenden 
Ä.^ und A^ mit t zum Schnitt (Fig. 149). Die Halbierungsgeraden des 
Winkels der Äsymptotenbilder A^, A^ geben die Lage der Achsen des 
Bildes der Schnittkurve. Die Endpunkte der Hauptachse werden mit 

I) Die durch den Mittelpunkt m,^ der Schnittkurve und den Scheitel gebende 
Gerade M sctneidet die Basigebene in iii, , dem Pol von 6® hezüglich der Baai»- 
kui've. Jede durch M. gehende Ehene schneidet t in einem Durchmesser der 
Schnittkurve; zwei durch konjugieii* Durchmesser gehende Ehenen sehneiden, e 
in zwei Punkten, von. welchen Jeder auf der Polaren des andfiren beaüglieh der 
.Baaiakurve liegt. Wenn man über diesen Punktepaaren Kreise besehreibt, so 
gehen diese Kreise durch zwei feste Punkte; dies kann benützt werden,um die 
Achsen des Bildes der Schnittkurve zu bestimmen. 
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Sclmitt mit einer lil enK Schatten Ipi PaiallelbelencMuiig. Hü 

einer Hüfsebeiie bestimmt, welche durch die Schnittlinie G der 'l'an- 
geatialebenen «i und «^ geht 

c) ParaboUschef Sdinäf Die Ebene ff ist Tangentialebene des 
Kegels; die Berührungserzeugende A^ gibt die Richtung des unend- 
lich fernen Punktes, d. b. die Ach-<ennohtung m, welche auch im Bilde 
erbalten bleibt. Die Tangente dieses unendlich fernen Punktes ist 
der Schnitt der Ebenen ff unl b, liegt albD unendlich fern. 

Jede Tangentialebene achneidet e und t m parallelen fieradeu, von Fig. i 
welchen letztere eine Taugente dei Sobnittpaiabel ist. Will man die 
Scheiteltangente des Bildet, erhalten, so muß man die Tangentialebene 
so wählen, daß sie b und 6 in Geraden schneidet, deren Bilder zur 
Achsenrichtung A normal finA Man legt also (Fig. 150) durch s,. in ö 
eine Gerade, deren Bild iV noinial zu -1 ist und durch diese Gerade N^ 
die zweite Tangentialebene t an den Kegel, ihr Schnitt mit s gibt die 
Scheiteltangente S^ des Bildes der Schnittpiiibel. Der Scheitel ß^ des 
Bildes liegt auf der Berühiuugseizeugenden G Ist von der Schuittkui-ve 
noch das Büd eines Punktes odei emei Taugente gegeben, so kann man 
den Brennpunkt des Parabelbildes finden — In Fig. 150 triift f" die 
Basiskurve in 1 und 2; die langente T^ m 1 an die Schnittkurve ist 
der Schnitt von e mit der Tangentialebene t^ von 1 an den Kegel, 
also parallel zi 1 V ch kiu n an lese Tangente ^1 n etrach 
bestimmen da 1 e Tangente nd d e P Uele zu S^ die Achse n zi 
% symmetr sehen Pmkten t eife Des v de lu len Pinkt 2 
durchgefüh-t ( ^2 = „2 ) Aus 1 e&en Tangente eigibt & h u be 
kannter We se de Brennp nht /„ les Bildes les Sehn ttk ve 

Aufgäben De "^chn tt Hn s Kegels t e ne Koo Inatenele 1 

zu bestimmen 

Durch e ne f e ade f ist e ne Ebene u leopn el 1 e e aen Kegel 

nach einei Pi al el sei ne det Legt n au 1 h len & he tel e ne zu T 

parallele ( e ade ( nd 3 h j di Tiugeat ilebenen an 1 u Ke" 1 so 

sind zu diesen J e gesuchten Ebenen pa allel 

Der Schatten ner e -ade a f e ns Kegelfld 1 e -t a bestu m 
Der bch^tten e n s /yl nders a f e ne Kegelflache st u suche 
Ein Kotationskegel und Rotat o animier le en genie ame Ba 

kreis in der I. dr ß ebene legt soU datgestellt nd de 'Schatten de 

Zylinders aut le Kegelflaehe best mmt wer len 

Schatt«ii hei Parallclheleuchtuiig. 

AUe zum Lichtstrahle L parallelen Tangenten liegen in zwei 
Tangentialebenen, deren Berührungserzeugenden die SelhstsdiaMengreme 
bilden. Zu ihrer Konstmktion legt man durch den Scheitel eine zu 
L parallele Gerade G und durch ihren Baei.sdurchatoßpunkt Sq die 
Tangenten an die Basiskurve; ihre Berührungspunkte liegen auf den 
beiden gesuchten Selbstschatteuprzeitgeuden. Diese Tangenten bilden 
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J16 XI. Kegelftächen. 

die Begrenzung des Scliatfcens der Kegelfläche auf die Basis ebene. 
Ist I4 zur Basisebene parallel, so sind diese Tangenten parallel. Soll 
der Schlagacbatten auf .eine beliebige Ebene bestimmt werden, so 
sucht man den Sciiattea des Scheitels und der Basiskui-re und zieht 
ron ersterem an letzteren die beiden Tangenten. 

Ist der Schatten des Scheitels auf die Baaisebene nneigentiieh 
und lassen sich von ihm reelle Tangenten an die Baaiskurve legen, 
so wirft die Basiskurve ms Innere einen Schatierii er ist die Durch- 
dringungskur ve der gegebenen Kegelfläehe und des Lichtzylinders 
durch die Basiskurve. Die vollständige Durchdiingungskurve enthält 
den eigentlichen und uneigentlichen Schatten der Basiskurve auf die 
Kegelfläche. Die beiden Teile werden durch die Basispunkte der 
Selbstsehattengrenze getrennt. 

Den Schatten ins Innere kann man punktweise bestimmen, indem 
man durch die einzelnen Punkte der Basiskurve Lichtstrahlen legt 
und mit der Kegelfläehe zum Schnitt bringt. Die dabei benützten 
Hilfsebenen gehen durch den Lichtstrahl G, welcher den Scheitel ent- 
hält. In jeder Hilfsebene Hegen zwei Basispunkte ;j und p^, durch 
welche zwei Erzeugenden und zwei Lichtstrahlen gehen, die als Schnitt 
zwei Schattenpunkte — einen eigentlichen jo* und einen uneigeut- 
iiehen pj" — ■ liefern. 
1 Die VerbindungsHuie von p* und p^" schneidet G in t und die 

Basisspur pp,^ der Hilfsebene in /■ (Fig. 151). Aus ähnhehen Drei- 
ecken folgt: 

s^s :pp' = s],p^ -PP, und st : pp' = sp^' : pp^" = s^})J '-vWi^j 
d. h, s^s ist gleidi st. — Femer ist 

s^p^ : s^ = spi' : sp ■= Pjp/ : p^ = rp'^ : rp, 
d. h. Sp und r trennen p,p^ harmonisch. Daher ist für alle Hilfsebenea 
durch G der Punkt t fest, und der Punkt r beschreibt die Polare 1 2 
von Sq bezüglich der Basiskurve, d. h. die sämtlichen Schattenpunkte 
liegen in der Ebene ff, welche durch 12f bestimmt ist. 

Der Schatten ins Innere wird durch eine ebene KurVö begrenzt, 
welche als Schnitt des Liehtzylinders ein Kegelschnitt derselben Art 
wie die Basiskurve ist. Wird die Schattenkurve punktweise bestimmt, 
so müssen auch die Tangenten in den einzelnen Schattenpunkten an- 
gegeben werden. Zu ihrer Konstruktion kann benützt werden, daB 
die ebene Schattenkuiwe auf der Kegelfläche und auf der Licht- 
zylinderfläehe liegt; d. h. die Basispunkte p, p, der beiden Erzeugenden 
dieser Flächen durch p* liefern Tangenten der Basiskurve, welche die 
Basisspur 1 2 der Schlagschattenebene in demselben Punkte t der 
gesuchten Tangente treffen. (Dies wäre ein Beweis für den schon 
früher erwähnten Satz, daß siah die Tangenten in den Schnittpunkte - 
paaren eines Sehnenbüschels auf' einer Geraden schneiden.) 
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Sohattec btii Zentralbeleuclitimg. 117 

Diese Tangentenkoiietruktion für Punkte des Schattens ins Innere 
versi^t für die beiden in der Basis liegenden Punkte 1 und 2, weil 
für jeden von diesen die Tangentialebene r.^ resp. t^ an den Kegel 
und Lichtzylinder identisch ist; r^ und t^ schneiden die Ebene s des 
Sehlagschattens in den gesuchten Tangenten, welche also den Punkt t 
enthalten müaseu. Daher ergibt sich folgende einfache Konstruktion der 
Tangenten in 1 und 2: Man macht ts = ss~^ und verbindet t mit 1 und 2. 
Die Konstruktion eines weiteren Schattenpunktes genügt fttr die Be- 
stimmung des Kegelschnittes welcher den Schatten ins Innere begrenzt. 

In Pig 152 wm-de die Basi'ikuive m dei Aufrißebene 1er Scheitel Fig. 153 
in dei Y A hse gewählt. Dei duri,h den Scheitel gehende Lichtstrahl 
'-ehneidet die Basisebeüe in g die Baiuhinngbpunite 1 und 2 der Tan- 
genten aus Sp jn den Basiskegelschnitt gehören den Selbsitschattenemeu- 
sjenden an Voi der Schattenkuive wmden die Pu kte p und g* und 
ieien Tangenten bestimmt Dipw Konstruktion ver agt fu den Punkt r; 
zur Bestimmung von r* wui le dei isonDmetiische Liundnß lenutzt; die 
Tingenten m 1 und 2 gehen lurch t 

Soll die Schattenkurve durch koujugieite D irchmtsser bestimmt Fig. 153 
werden so faßt man sie als Parallelpiojekfciou dei Basiskurve parallel 
7uni Licbtstiahle auf (Fig 153) Man sucht fui die Endpunkte zweier 
konjugieitcn Btsisdurchnieisei die Schatten i,uf die Kegelflache. Am 
eintaehsten wnhlt man den zu 12 x^'^llelen Durchmesser cd und 
dessen kon^ugieiten Durchmessei ah welcher durch „ geht Die Schat- 
ten von a und h liegen auf / ebeusj der Schatten m' des Basis- 
mittelpunktes »J Der Schitten i jn cd ist paiiUei unl gleich zu cd 
und geht duich m'.'-') 

Aufgaben; Ein Kegel kabe seine Basis in der Bildebene, den Scheitel 
im Koordinatenanfangspunkte; der Schatten ins Innere ist ku bestimmen. 

Die Basiskurve eines Kegels sei eine Parabel; der Schatten ins Innere 
ist KU suchen. 

Schatten I>ei Zentralteleuchtung. 

Die durch die Lichtquelle l gehenden Tangenten erfüllen zwei 
Tangentialebenen, welche sich in der Geraden sl schneiden; ihre Be- 
rührungserzeugenden bilden die SelbstschMengren^se. Zu ihrer Bestim- 
mung bringt man sl mit der Easisebene in s,, zum Schnitt und legt 
durch Sg au die Basiskurve die beiden Tangenten; ihre Berührungs- 
punkte 1, 2 liegen auf den gesuchten. Erzeugenden. 

Um den Schatten der Kegelfläche auf eine Ebene zu bestimmen, 

1) Auch die Aeheen des Bildes der Schattenkucve können leicht beetimmt 
werden: Man beschreibt über 12i einen Kreis und sucht in diesem den zu ( 
bezüglich 1 3 harmonisch konjngierten Punkt x; der Winkel tm'x wird durch 
die Achsen halbiert (vergl. Anm. pag. 110). 
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118 IX, KegDlflacheii, 

sucht maii den Schatten des Scheitels und der Basiskurve nud zieht 
vOQ ersterem an letzteren die beiden Tangenten. Fällt die Ebene den 
Schattens mit der Basisebene Kueammen, so hat man nur den Schat- 
ten Sfl des Scheitels zu suchen und von diesem die Tangenten an die 
BasiskurTe zu legen. 

Den Schatfren, welchen die Basiskurve ins Innere der Kegelfläche 
w rft kann man punktw eise bestimmen, indem man durch die Punkte 
dei Basiskuivp Lichtbtrahlen legt nnd mit tlei Kegelflache zum Schnitt 
biingt Um au entscheiden was fdi eme Kur\e der Schatten ms 
Inneie ist, bestimmt man emen ihiei Punkte p und legt durch ihn 
und die beiden Basispunbte 1 2 der Selbetbchattengrenze welche dei 
behlagschatten enthalt eme Ebene e Bringt min diese mit dei ge 
gebenen Kegeltiache zum Schnitt so eihalt man einen Kegelschnitt 
welche! durch die diei Punkte 12 p' und die Tangenten m 1 und _• 
eindeutig bestmimt ist Die Schnittki rve dei Ebene fl mit dem 
Lichtkegel geht durch die=«elbpn drei Tunkte und hat m 1 und 2 
dieselben Tangenten, weil 1 und 2 Punkte dci Sclbst-ichcittengrenze 
sind und daher ihie Tangentialebenen au beide Kegel identisch sind 
d h die beiden Schnittkuiven sind ident seh >dei die Kegelflachen 
durchdringen sieh in einer ebenen Kurve, dei Schlagschatten ins 
Innere ist em Kegelschnitt '■) 

Die Tangeute T in einem Punkte p dei Schattenkui ve pihalt 
man als Schmtt der Taugeut alebenen von p an den f>egebenen und 
den Lichtkegel Die B isispunkte p p^ der beiden Erzeugenden liegen 
(Fig 154) luf Pinei Geraden durch s,, Die Tangenten m ^) und ^jj 
an die Basiskiir^e schneiden fich in einem Punkte dei gcucliten 
lingpnte 7 wclchei auf 1 -■ dei BdBi&spui dti Schi i^srhattenfb n 
lipgt "1 

i4 1 Diesen Lewe s kmin laii auch ah ihüx vom den tnlluron iillen iubiou 

(Hiin mun dia Bigenschalten des vollstindigen Vieraeits vorauns>-tzt Legt man 
tilg 164; durch den Kegehtheitel s und die Licht ^itielle l eine Hiitsebene ao 
liegen in ihi zwei Punkte p und / dei Basi^kuive Die durch «le gehenden T i 
aengenden und Liihtstiahlen bilden em 'Vieiseit welches die Sdiattenpunkte p' 
und p^' zu Gegeneeken beait/t und desben Diagonaldreiseit S„l) ist Daher i t i 
/u \ harmoiUHoh konjugiert i eÄUglich l und i und für alle Hilfsebenen identiaüh 
lemer ist ? m i havmoiuach bezi glich aller Punitepaaie pp welche m Hills 
ebenen duioh U hegen und beachieibt diu Polare 1 2 von s,, be^ iglich det Baiit 
tuive Alle Sohattenpnnkte p' liegen also in der Elene welche dmch 1 2 ( be 
stimmt iBt — Die Tangenten in 1 und 2 an die Schattenkurve gehen dunh f 
3 Dl« Schattenkune hat dihpi die EigenBc,halt daß fQr alle ihie Punktp 
lie Tangenten eme feste Geiade X3 achteidci laran'. « li le a ich gci 1 rt 
werden können daß sil eine eben Kuhp ist 
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XIL Durchdringung vou Zylinder- und Kegelflächon 
zweiten Grades. 

Eig'dnschaften der Durchäringungskarve. 

Die Punkte, welche zwei Zylinder- oder KegelflUcheu aweiten 
Grades gemeinsam sind, liegen im allgemeinen auf einer Ratitnkwrw 
vierter Ordnung, d. i. einer KuiTe, welche von keiner Ebene in mehr als 
vier Punkten getroffen wird; denn eine beliebige Ebene schneidet die 
beiden Flächen in je einem Kegelschnitte, und diese können höchstens 
vier Punkte gemeinsam haben^ wenn sie nicht identisch sind,^) 

Um diese Durchdringungskui-pe der beiden Flächen punktweise 
KU bestimmen, benützt, man am einfachsten (wie bei Pyramiden und 
Priemen) Hilfsebenen, welche beide Flächen nach Erzeugenden sehnei- 
den. Diese Hilfsebenen enthalten bei zwei Kegelflächen deren Scheitel; 
bei einer Kegel- und einer Zylinderfläche gehen sie durch den Kegel- 
scheitel und sind parallel zu den Zylindererzeugenden, bilden also ein 
EbenenbÜBchel, dessen Achse die Parallele zu den Zylinderei'zeugenden 
durch den Kegelscheitel ist; bei zwei Zylinderflächen sind sie zn deren 
Erzeugenden parallel, bilden also ein Büschel parallele!' Ebenen. 

Sucht man die Schnittpunkte der in den Hilfsebeuen liegenden 
Erzeugenden, so ist ihr geometrischer Ort die Durchdringungskurve 
der Flächen. Diese besteht aus cineiri geschlossenen Kurvenzuge, wenn 
iu jeder der Flächen Erzeugende vorhanden sind, welche die andere 
Fläche nicht in reellen Punkten schneiden. Wenn aber für eine der 
Flächen alle Erzeugenden die andere Fläche in reellen Punkten 
schneiden, d. h. wenn alle durch Erzeugende der ein&i Fläche ge- 
legten Hilfsebenen auch Erzeugende der zweiten Fläche enthalten, 
so besteht die Duichdimgungskurve aus swei- getretinten Teilen. 

Wenn m emei Hilfsebene Erzeugende je einer Fläche liegen, 
welche paiallel sind, oder wenn eine Hilfsebene eine unendlich ferne 
Erzeugende enthalt, so erstreckt sich die Durchdringungskurve ins 
Unendliche Dit Richtung dieser unendlich fernen Kurvenpimkte kann 
in folgender Weise ermittelt werden: Bei zwei KegeJfiäehen verschiebt 
man die Flächen parallel, bis die Scheitel in einem beliebigen Punkte ^j 
zusammenfallen, und sucht die Erzeugenden, welche den Flächen \\i 
der neuen Lage gemeinsam sind; es werden vier Erzeugende sein, 
welche paarweise imaginär werden können; man erhält sie, wenn man 
die beiden verschobenen Kegelflächen mit einer Ebene sehneidet imd 

1) Eb wurde (pag, 91 Ama.) gezeigt, daß eich i 
aus föof Panktea oder viei- Punkten und lier Tangent 
kottstiTiieren läßt. 
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120 XU, Durchdringung voli Zylindür- und KegeltliLchen Kweiten Grades- 

die gemeinsamen Punkte der in ihr liegenden Kegelschnitte mit p 
verbindet. Diese Erzeugenden gellen die Richtungen der Paare paraJ- 
leler Erzeugenden der gegebenen Kegelflächen an, also die Richtungen 
der naendlich fernen Punkte der Durchdringcngskurve. — Für Zylinder- 
flächen erleidet diese Konstruktion nur die Veränderung, daß man 
statt der verschobenen Mäche die nach den unendlich fernen Zylinder- 
erzeugenden gerichteten Ebenen benutzt, also bei einem hyperbolischen 
Zylinder die zu den Äsymp totenebenen parallelen Ebenen, — bei 
einem parabolischen Zylinder die zu den Durchmessern der ebenen 
Schnitte parallele (doppelt zählende) Ebene. 

Die Tangente eines IPunJäes der Dwchä/ringunijsliwee erhäU man 
als Schnitt der TangmtiaM)enen dieses Punlctes an beide Flächen. Für 
einen unendlich fernen Punkt heißen diese Tangenten Asfflnptoten der 
Kurve. 

Berührt «ine Hilf'sebene j eine der Flächen, F-^, längs der Er- 
zengenden Gl, so sind die Erzeugenden, welche sie aus der anderen 
Fläche F^ ausschneidet, Tangenten der Kurve, und deren Berührungs- 
punkte t^ und t^ liegen auf G^. — Ist die Pläche F^ eine Lieht- 
strahlenfläche, so enthält die in G^ die Fläche F^ berührende Hilfs- 
ehene s die Lichtquelle, also sind t^ und ^ Punkte der Selbstschatten- 
grenze Gl von Fl, und ihi"e Tangenten an die Durchdringungsknrre 
gehen (als Erzeugende von F^) durch die Lichtquelle.^) Daraus folgt 
der für die Schattenkonstruktion wichtige Satz: 

W^tn der Schatten irgend einer Kiirve die SeJhstschaMengrenze 
einet- Kegel- oder ZyUnäerfläche in. einem Punkte tri/ft, so ist die Tanr 
gente dieses Pmiktes am, die SchlagsckattcnJairw der durch ihn gehende 
lÄchtstraM> ') 

Enthält eine Erzeugende (?j der einen Fläche /'-, den Streite! s 
der anderen Fläche F^, so schneidet die längs G^ die Fläche 7^^ be- 
rührende Hilfaebene s aus F^ zwei Erzeugende T und T' ans, welche 
Gl in demselben Punkte s tiffi^en die Dmuhdiingungskuive besit/t 
dahei m a zwei ver^cliiedene T mgenten T T jede in b durch s 
gehende Grerade hat mit jeder dei Flachen und daher aut-h mit der 
Durehdun^ngskuivp zwei unendlich nahe Punkte gememsam Em 
solcbei lusgeze lehnet ei Punkt s heißt Doj}pelpuf)lt odei Anittiipiit If 

1) Fme Ausnatme tritt nur ir dam besondeien Falle ein wenn t aich 
Tangentiale) ene det Liclitstrahlenfla(,he lut 

2} Diesei Satz ^ilt nicht LI 6 füi Zyhnde) und Kegelflächeu aondeiu tui 
jede Fläthe weil m jedem Punkte in welcbpin dei Stblagacbatten einer Kurve 
oder FUdie den ''elbsteohatten einer anleien Fläche tnfft die langentialebene 
die Lichtquelle entbot und die Lichts tt ahlenflache 1er Schatten werfenden Enrve 
oder Fläche in einem Iichtstiahle s hneidet 
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VerBcLiedeiie Fürniiin zerfall etidiir ]iuri:li[liingiiii^skHi-ve!i. 1^1 

der Kmve; in itm schneiden sich zwei Zweige der Kurve, deren 
Tangenten die Erzeugenden T und 'f sind. — Wenn b aneb die 
Fläche F^ berührt, so fallen die beiden Erzeugenden 1' und 2" ku- 
sammen; die beiden Zweige der Dnrchdrjngungakurve beeifeen in s 
dieselbe Tangente, nämlich die in £ liegende B er ührangser zeugende 
von F^; der Doppelpunkt s der Durchdringungskorve wird dann 
RiickkekrpimM genannt — Wenn e keine reellen Erzeugenden von F, 
enthält, so ist S ein isolierier Doppeljmnht; von den beiden getrennten 
Teilen, ans welchen die DurchdringnngBkurve besteht, igt der eine 
Teil in den Punkt s degeneriert. — Wenn eine Kegel- und Zylinder- 
fläche ein Paar paralleler Erzeugenden besitzt, so liegt der unendlich 
ferne Scheitel der Zylinderfläche auf der Kegelfläche und ist ein Doppel- 
punkt der Dnrchdringungskurve. — 

Beröhrt eine Hilfsebene e beide Pläehen, d. h. besitzen die Flächen 
in einem Punkte d eine gemeinsame Tangentialebene, so fallen die in 
dieser Ebene liegenden Eraeugenden paarweise zusammen und gehen 
durch d. Die in e liegenden Punkte der Durchdringungskurve fallen 
in d zusammen. Jede in dieser Ebene durch d gehende Gerade hat 
in d zwei unendlich nahe Pimkte mit jeder der Flächen und daher 
auch mit der Durchdringungskurve gemeinsam, d. h. der Berühnings- 
punki d ieider Flächen ist ein Boppelpunkt der den Flächen gemein- 
samen Kurve; in ihm schneiden sich zwei Zweige der Kurve; die 
Tangenten an diese fallen nicht mit den durch d gehenden Erzeugenden 
der beiden Flächen stisammen.') 

Terechiedene Fomien zeriallemler Durch di-ingiingskuryen. 

Wenn sich die Flächen in 0tvei Punkten berühren, alfeo die 
Durehdringungskurve zwei Doppelpunkte d^ und d^ besitzt, so eerfällt 
sie in swei KegelschniUe. Legt man nämlich durch einen den Flächen 
gemeinsamen Punkt p und d^d^ eine Ebene, so schneidet sie die 
Fläche in je einem Kegelschnitte, und diese haben die drei Punkte 
pd^d^ und — zufolge der identischen Tangentialebenen von d^ und (fg — 
die Tangenten in (?^und d^ gemein, sind daher identisch; d.h. alle Piuikte 
dieses Kegelschnittes gehören der Durehdringungskurve an. — Die 
m jedei Hilfseben hegenden Schnittpunkte der beiden Piire lon 
FLichenei zeugenden oidnen sich in zwei Punktepaaie deren Verbin 
dungshmen sich in der Geiaden d^^ ?§ schneiden Jedes diesei Punkte 
paare erfüllt einen Kegelschnitt welchei di;ich d-^ und dj geht ^) 

1) Die Kur entanijentei dei Dim \\ inktes Verden dirch 1 f ErzeugPalnn 
dei Flächen tarmonis'-h getrentt 

2j \us den hannunischen EigenschattPn dea n einei Hilfsebene 1 egendpn 
Vierseites dei Erzeugenden folgt dail tie El enen dei Leiden KegplBchnitte in 
weHie die DuichdnngnngaLurve aerf 11t durct die Kegele oheitel hirmotuscli 
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122 XIT, DuvclidriJigiiiig von Zjlimler- und KogeifläoliuTi zweiten Grade«. 

Wemi zwei Kegel- oder Zjlinderfiäclieii zweiten Grades einen 
Kegelaebnitt gemeinsam habenj so besitzen sio zwei gemeinsame Tan- 
gentialebenen, nämlicb jene Hilfsebenen, deren Schnittlinien mit der 
Ebene dieses Kegelschnittes Tangenten an ihn sind; daher mtlasen 
die übrigen den Flächen gemeinsamen Punkte auch auf einem Kegel- 
schnitte liegen. In dieser Form ergibt sich als besonderer Fall der 
in den vorangehenden Abschnitten im besonderen bewiesene Satz, daß 
der Schatten ins Innere eines Kegels oder Zylinders bei Parallel- und 
Zentralbeleuchtvmg immer ein Kegelschnitt ist; denn diese Schafcten- 
grenze ist ein TeÜ der Durchdringungsknrve der Lichtstrahlenfiäche 
mit der gegebenen Fläche, imd diese Flächen haben einen gemein- 
samen Basiskegelschnitt, ') Der Basiskegels ehnitt und die Schlag- 
Bchattenkurve schneiden sich in jenen Punkten, deren Tangential- 
ebenen für beide Flächen identisch sind, d. h. in den Punkten des 
Basiskegelsehnittes, .welche der Selbstsehattei:^enze angehören. — 

Ein Zerfallen der Durchdringvmgskm-ve tritt auch ein, wenn die 
beiden Flächen eine Erzeugende G gemeinsam haben; der Rest der 
Durchdringung ist eine Jtaumhtrve d/ritter Ordnimg, weil jede Ebene 
mit beiden Flüchen Kegelschnitte gemeinsam hat, welche außer dem 
auf G liegenden Punkte noch drei Schnittpunkte besitzen. Die Eaum- 
kurve dritter Ordnung geht durch die Scheitel der beiden Strahlen- 
flachen, weil jede durch einen Seheitel s gehende Ebene zwei Erzeu- 
gende durch s . und einen Kegelschnitt durch s enthält, von deren 
gemeinsamen Punkten zwei in s fallen, also außer dem auf G liegen- 
den Punkte noch ein Punkt der Eaumkurve, — Eine Tangentialebene 
längs G an die eine Fläche F^ enthält Ton F^ außer G noch eine 
Erzeugende welche die Raumkurve in dem "Scheitel ^ on Jl be 
rührt 

Bei den Edumkurven drittel Ordnung weiden n<ich dem A'ei 
halten dei unendliLb feinen Elemente folgende Arten unteisibieden 



getrennt werien iIbj b Iden m d.pu Ben 1 inngapunkten /, md ih der leiltii 
Hicheii dK langenten an die ^nei Kegrlachmtte und die Fr/iug nden ici 
Flachen eine hannooi'^che Gruppe — Bei der Bestimnmng des Schattena ins 
Inneie emes Kegels odei ZThndera wuide im besonderen gezeigt daß die Basis 
ebene nn I die Fbene des '-ehiagaehattens duich de beiden Kegels eh eitel d i 
den Scheitel dei gegebenen Flache und die Lichtquelle hatmomsch getrennt 
werden 

1) Das gilt nicht bloß fai Kegel und Zjlinderflachen sondern überhaupt 
tUr ri-ichen zweiten Grades Wenn Hieh diese in awei Punkten beriüiren so 
/eitallt die DuichdrmgQngskur^ e in zwei Kegelschnitte welche diese BeraJinings 
punkte enthalten daraus folgt daß /S» siwei FlätAen zweiten Giades, welche 
emen Kegelachmtt geinemsaw habe» dte tibtigen gemeiitiamen Puiilete auch mtf 
ein^ii KegeUckmtte liegen dahei isi füi jede Fläche ztoetf/'n Chadei det Schatten 
eines ebenen Schmttes in» Itmeie v-iede^ eine ebene Kufvi. « B dei Süiaiten jedfi 
^itgeUreises ms Ifmeie vneder e%n Kitgelhieis 
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Eigensuhaiteri dun Bildes disi- Durclidringungskiiive, 123 

1. Hat die Kurve d tte Orlnmg e t reellen uenil li f e n 
Funkt mit Asymptote, so he ßt ee / 1 sde hU ps 

2. Hat die Kurve l et eelle unendbeh ferne P kte m t d e 
Asymptoten, so heißt se 7 bscJe Hypethel 

3. Wenn von den ä er U cl fene F Mi ue s: a 
fallen, so daß die Kn ve e ne Asymptote nd e ne unen 11 h fe n 
Tangente besitzt, so heißt se J jperbol de P bd 

4. Fallen alle äre lendl 1 fe w P tlie sa so he ßt 
sie Imbisclie Pa/rahel. — ■ 

Wenn sieh die Machen la gs e ne E -ze ge len f he h e o 
ist der Rest der Durehd ng rnfsku e Ve el 1 tt Ifun legt tua 
durch drei in beiden Fl eben 1 ge le P nkte p j 1 ^^^ Ebe e 
welche (x in (/ trifft, so e thalt v n je le Flache e nen K gehchn tt 
und diese haben die ve P nkfce 2 PsP unl die Tangente n 
gemeinsam, sind daher identisch, d. h. aUe Punkte dieses Kegelst-huittes 
gehören der Durchdringungskurve an. Außer den Punkten dieses 
Kegelschnittes imd der Erzeugenden G gibt es keine den Flächen 
gemeinsame Punkte, da jede Hilfsebene durch G nur einen nicht in G 
liegenden Punkt der Dnrchdringungskurve enthalten kann. 

Eigenschaften des Bildes der Uurchdringniigskiirve. 

Das Bild der Durehdringungskurvo ist eine ebene Kurve vierter 
Ordnung, d. h, eine Kurve, welche von keiner Geraden der Ebene in 
mehr als vier Punkten getroffen wird; denn die Schnittpunkte einer be- 
Uebigen Geraden mit der Bildkurve sind die Bilder der in der projizie- 
renden Ebene der Geraden hegenden Punkte der Durchdringungskurve. 

Für eine Konturerzeugende einer der beiden Flächen fallen die in 
ihr liegenden Punkte der Bildkurve paarweise zusammen, weil das Bild 
jeder auf einer Fläche liegenden Kurve den scheinbaren Umriß der 
Fläche berührt, wenn die Kurve mit dem wahren Umriß einen Punkt 
gemein hat. Die durch eine dem wahren Umrisse einer der Flächen 
F^ angehörende Erzeugende G^ gehende Hilfsebene s hat mit der 
anderen Fläche F2 entweder keine oder zwei reelle Erzeugenden ge- 
mein, daher wird eine Konturerieugeade von dem Bilde der Durch- 
dringungskurve entweder nicht getroffen oder in zwei Punkten be- 
rührt; die beiden Berührungspunkte werden in dem besonderen Falle, 
wenn die Ebene s die Fläche F^ beröhrt, zusammenfallen, d. h. das 
Bild von G^ hat dann mit dem Bilde der Durchdringungskurve in 
einem Punkte eine vlerpunktige Berührung. — ■ Die auf dem Bilde 
von Gl liegenden Berührungspunkte trennen den für Fi sichtbaren 
und unsichtbaren Teil der Durchdringungskurve. Ein Punkt der 
Kurve ist im Bilde dann sichtbar, wenn die beiden durch ihn gehenden 
Erzeugenden der zwei Flächen im Bilde sichtbar sind. 



y Google 



124 Xn. Uurchtlringviiig von Zylindw- und Kegclflächcn zweiten Grades, 

Wenn eine Tangente der Durch dringungskurve zu den Projek- 
tionsstrahlen parallel ist, so ist das Bild dieser Tangente ein Punkt 
und es entsteht im Bilde ein Rücldiehrpimkt. Ein solcher Punkt kann 
nur im Schnitte zweier Ifonturerzeugenden auftreten; denn wenn die 
Tangente des betreffenden Kurvenpunfetes zum Projekfcions strahle 
parallel ist, so sind die Tangentialebenen des Punktes für beide 
Flächen zum Projektion sstralile parallel, d. h. der Punkt liegt im 
wahren Umriß beider Flächen. Ob in einem Schnittpunkte zweier 
Konturei-z engen den ein solcher Rückkehrpunkt auftritt, kann man 
daraus erkennen, ob die den Erzeugenden angehörenden ßasispunkte 
iu der Basisspur derselben Hilfsebeue liegen. 

Außer den Bildern der in besonderen Fällen auftretenden wirk- 
lichen Doppelpunkte der Durchdringungskurve enthält das Bild noch 
scheinbare Doppelpunkte, welche entstehen, wenn ein Projektionastrahl 
die Durchdiingungskurve in ^wei Punkten Pj^fP.^ schneidet^); denn 
dann fallen die Bilder dieser beiden Punkte in p zusammen und jede 
durch p in der Bildebene gehende Gerade hat mit dem Bude der 
DurchdringungskuiTe zwei zusammenfallende Punkte in p gemeinsam. 

In dem besonderen Falle, wenn die beiden Flächen eine gemein- 
same zur Bildebene parallele Symmetrieebene besitzen, werden je 
zwei symmetiische Punkte dei DuichdimgnnaHkuiye dasselbe Bild 

1) Zui Konstrukti n diesei sthpiiil: aieii Doppelf uiikte führt folgende Über 
legung Die PjojektionsBtiahlen lei schembaien Doppelpunkte sind die dnich 
das Projektionazentrmn i gehenden Doppelsekanten dei Kurve wenn man au < 
den harmonischen Punkt auf jeder diesei Sekanten he^timmt so ist deren 1 ei 
bmdungalmie J) die Schnittlmie dei Polaiebenen des Zentiums c beziiglich beidei 
Flächen Das BiM dtesei bdintfthme X> enthalt dt her die schemiaren Doppel 
pumlte Die leiden Polatebenen sind darct die Kontnirerzeugenden gegehen 
ihre Schnittlinie D findet man wenn man die m der gemeinsamen Baaisebene 
und in irgend emei Hiltaebene liefcenden Punkte ^ueht — Die projizierende 
Ebene durch 1) schneidet heide Kegel m Kegeleohnitten für welche c der Pol 
\on B ist Bei Patallelprojektion it.t D tur beide KegelsLlmitte der znr Eich 
tung dei Projektionsstrahlen konjugierte Durchmesser die Schnittpnnkte dei 
Kegels clinitte liegpa daher paarwei e auf zwei zu den Projektionsstrahlen paiallelen 
(jendeii \ unt T, deren Schnitte mit der Bildebene die gesuchten soheinbaien 
Doppelpunkte sind Die (xeraden \ und X Laasen sieh daraus bestimmen daß 
ihre Schnittpunkte ^ e mit 2> der Involution angehören welche durch die auf 
J) hegenden Punktepaare der beiden Kegelschnitte bestimmt wird Dei Hai 
bterungspttiiM h von xa. liegt auf «jmi eu X und X paialUlen Gerade-n in 
VKleher steh die zu, iigend einm MnAtmtg lonjugtetten Dviehmesser betdei Kegel 
äthnttte sehaeiden (Dies ist eine Anwendung des batites daß iür zwei sich, 
doppelt benlhrende Kpgelaehnitte die Bernkrungsaelme dei Oit dpr Schnittpunkte 
der Polaren eines beliebigen PunktPa beauglich dei beiden Kurven ist) Mittels 
h läßt sich leicht das Punktepaai a: i der Involution und daher das Paai schem 
barer Doppelpunkte der Kurve bestimmen ie «ml entweler beide reell oder 
beide imaginär von ien reellen schembaien Doppelpunkten kann einei oder 
jeder em tsoheiter Doppelpunkt aem — (Vergl auch TFiewr DarstpU Geo 
metne 11 pag 247 oder Bokn Pappents Datatellende Ueometne I Nr 507 ) 
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Kigenschaften des Bildes der Dui'dida'ingmigskuiTe. 125 

besitzen; dann ist das Bild der Durclidringungskurve ein Kegel- 
schnitt. ^) 

Anfgabea; Die Durchdringungkurve zweier Kegel ist darzustellen, 
und deren Asymptoten sind zu bestimmen. 

Die Durchdringung zweier Eotationszylindor mit sich schneidenden 
Achsen ist zu konstruieren. 

Ein Kreuzgewölbe imd Kappenge wölbe ist darzustellen und der Schatten 
ins Innere hei Parallelbeleuehtung zu konstruieren. 

Der Schatten einer zylindrischeu Platte auf einen Zylinder oder einen 
Kegel ist zu bestimm ea. 

Zwei KegelflSehen sind darzustellen, welche sich nach einer Hyperbel 
und einer Parabel schneiden. 

Wann ist der Schatten eines gegebenen Kreises auf eine Zylinder- 
fläche ein Kegelschnitt? 

Die vier Arten der Kurven dritter Ordnung sind als Schnitt einer 
Kegel- und Zylinderfläche darzustellen. 

Zwei Kegelfläehen, welche sich längs einer Eraeugenden berühren, 
sind so KU bestimmen, daß ihre Sehnittkurve eine Ellipse oder Hyperbel 
oder Parabel ist. 



XIII. Die Kugelfläclie. 

Von den Eigenschaften der Kugelflache seien nur die folgenden 
hervorgehoben: Jeder ebene Schnitt ist ein Kreis; für eine Ebene 
durch den Kugelmittelpunkt heißt der Schnitt ein Hauptkreis. Die 
Tangentialebene eines Punktes p, welche alle Tangenten von p an 
die durch p gehenden Kui-ven der Kugelfläche enthält, ist zum zu- 
gehörigen Radius mp normal. Alle von einem beliebigen Punkte an 
eine Kugel gelegten Tangenten bilden einen Rotationskegel, dessen 
Achse durch den Kugel mittelpunkt geht; die Berührungspunkte liegen 
auf einem KreisCj dessen Ebene zur Achse normal ist. Alle zu einer 
fi-eraden parallelen Tangenten bilden einen Rotationszyiinder; die Be- 
rührungspunkte liegen auf einem Hauptkreise, dessen Ebene zur Ge- 
raden normal ist. 

Bei jeder Paralielprojoktion ist demnach der wahre Umriß der 
Kugel, d, i. die Berührungskutve des einhüllenden Projektionszylinders 
ein Hauptkreis der Kugel. Sind die Projektiona strahlen zur Bildebene 
normal, ao ist der scheinbare Umriß der Kugelfläche, d, i, der Schnitt 
des Projektionazjlindera und der Bildebene, kongruent mit dem 
wahren Umrisse, also ein Kreis, dessen Radius gleich dem Kugelradius, 
und dessen Mittelpunkt das Bild des Kugelzentrums ist. 

. 1) Vergl. a. B. FiedJm; DarBtelleiide Geometrie, 3. Auft, II, pag, löl. 
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126 Xm. Die Kugelfläche, 

I).irstell«iig der Kugel in axoiioiiietriscli(ir Projektion. 

Ist der Mittelpunkt einer Kugel TOm Radius E durck sein axono- 
metrisches Bild m imd seinen axono metrischen Grundriß m' gegeben, 
so bildet im axonometriselien Bilde den scheinbaren Umriß oder 
■Kontur ein Kreis mit dem Mittelpunkte m imd dem Kadins li- im 
axonometrischen Grundriase bildet den scheinbaren Umriß der Kugel 
das elliptische Bild eines Kreises mit demselben Kadius li und dem 
Mittelpunkte m' 

Aufgab n F I 1 t d t 11 1 W tt Ip kt 1 

P kt d Ob fl 1 m t 1 P ) kt t 1 

" Kug 1 t 1 d Kng I d 1 

M tt Ip kt d T g t 1 b 

E tf g d P ktc 1 El 

B. g 1 b M tt Ip kt t 
Kdteb BdGdßb 

b obrt D Ead t 1 w h Li 1 gt m tt 1 

Siuri -all 1 (1 IW Bldh d h yi 1 t^ 

t 1 1 Uml g d htwi kl ^ D k 1 im I 1 

Bldl IgdHpt 11 IL htimt 
( gl Tg 1b^ d 17 ) 

Schnitt mit einer Geraden. 

Fig. JTiö Um die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kugel zu finden, 

legt man dni-ch die Gerade G^ eine bildfläch projizierende Ebene a, 
welche die Kugel in einem Kreise K schneidet; von G^ und K werden 
die Umleguugen um a'' ^ G gesucht, deren Schnittpunkte bestimmt 
und zm-ackgeführt. Dabei ist es vorteilhaft die Bildebene durch den 
Kugelmittelpunkt zu legen; dann ist der Konturkreis der Schnitt der 
Bildebene mit dei Kugel die duirh Aa-, Büd fi ausgeschnittene Sehne 
ist lur den Schnittkreis K ein Puiehmes«ei welchei mit seinei Um 
legung ^U'iammenfallt 

Tu Iig 155 wuide 7U1 Umlegun^ dpr Genden liCr der hniizontale 
LuiLhstjßjunkt Ji benutzt Ä|ft") =j)[j)J 

Fig. I5ß Man kann auch dunh G^ und den Kugelmittelpnukt eine Ebene s 

legen md die Umleg mg des in ihi liegenden Hauptkreibes K sowie 
dei (geraden G um t b ichen i ui die d irch >» gehende B Idebcne 
fdilt die ümlegung vju A mit dem Konturkreise zusammen 

In Pig l'>6 wurde die Bildebene duich m^ gelegt und der Bdd 
durchstdßpunkt d von (r^ gesucht ei gibt mit ni verbunden die Bild 
ipm s' um diese legt man de Geiade 6r^ mit Beinitzung ibrei Giundnß 
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Tangentialebene in einem Punkte. 127 

spur h um; die wahre Länge voa äh wurde durch ümleguug des recht- 
winkligen Dreieckes 2 3 3' als rf[/(] bestimmt und nach d(A) aufgetragen. 

Aufgaben Fm PunU dei Iv-ugeloherfläPhe iit au leatimraen wenn 
SP n axuuomet ^chea Bild adei sein axonometnsehei (jiimdiLß gegeben 
sind (veigl I'ig 15 1) 

Die Endpunkte Pme'. 1 eliebi^en Duichmessers iind zu suchen 

Die Endpunkte emes Duichmo'sseis /u suchen welcher zu einei Eooi 
dmatenacUse parallel ist behi htuhg sind die Jmdpimlfc des urttkalcn 
Dmchmessef'i 7u bestimmen da ihie Tangentialebenen parallel zui hon 
zontalen Grundiißebene smd hezeiclinet man sie als den kfchsteti uid dm 
tiefi.tev Pii/nU da Flächt. Legt man duich m t*me bpurparallele (»»1 ml) 
so ergeben sich die gesuchten Lndpunlcte durch Umlegung des rechtwmk 
ligen Dieieckes mm 1 um die m lei Bildebene hegende Hypotenuse wil 
{vergl Fig IbO und Ibi) 

Der Büdkonturkreis emei Ku„el i t gegeben wenn die diigestellte 
Kugel die Grün Inßebeue bei ühi t soll dei axonometi ische Gi un Inß des 
Mittelpunktes gesucht weiden 

TaiismtialeiM.iH' iii enieiii Piinkti 

Ist le langentjalebeje f 11 emei Punkte lei K-i^tlolerflj,chp liv 
7 1 suchen welchei duich Bild md axonoraetrischen Griuodriß gegeben 
ist so hat min die Ebene t daizustellen welche m j?^ aui dem Radius 
tn^i^ normal steht Die Bildspur r ist noimal zum Bilde mp die 
Giundiißspur z ist aionometiiscli nomial 7u m i 

In Pig 15( wiite die E chtung y] von t als ixnn metrische Habe 
des Dreieckes yi eimittelt sio st luch no mal zu Bildspui ) ' lei 
vertikalen Ebene durch den Radius von i 

Lonstiuieit man m zwei Punkten j und q dei K igelflache he 
Tangeatiüebeneu so steht deren Schnittlinie (t auf dei Ebene dei 
beiden Eidif^n m^p und j q^. normal Um also die Beruhiuügspuuktt 
jenei Tangentialebenen zu bestimmen welche duich eme Gerade L-r 
gehen bringt man (t und de K i^el mit der zu G nnimalen Ebene 
durch !) zum Schnitt und zieht vom Schnittpunkte der Gerwlen ( 
an den Kugelkreia die beiien Tang nfcen die Bei uhrungsp unkte dei 
Tangenten sind auch die Bei uhruugspunkte dei gesuchten Tangential 
el enen mit der Kugel Die Konatiukt n 1 ann duekt idei lui k 
Umle^^^nng lei Elene s msgefuhit weiden 

i '' Aufgaben Die 7\ Pin r Flene patallelen T ingenüalebenen si 1 

zu bestimmen Man ftlUt aut die gegebene Ebene t den noimalen Duich 

mesSOT sucht seine Endpunkte und legt dui h sie Im zu parallele 

Ebenen 

\ Durch einen 1 i kt 1 a e 1 1' K itpI 1 c ve t kale la E,eTtdl 

ebenen zu legen 
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128 Xm. Die Kugelfläoho. 

Schnitt mit einer Ebene. 

Dag axono metrische Bild dea Kreises K, welchen die Ebene « 
mit der Kugelfläche gemeinsam hat, ist eine Ellipse, deren große 
Achse zur Bildspiir b'' parallel ist und mit dem Durchmesser von K 
gleiche Länge hat; der Mittelpunkt m^ des elliptischen Bildes ist das 
Bild des Paßpunktes der Normalen N,., welche man vom ICugelmittel- 
punkte auf die Ebene s fällt. 
s Legt man durch N^ eine bildflächprojizierende Ebene a, so schneidet 

diese die Kugel in einem Hauptkreise K^ imd die Ebene e in einer 
Geraden 5^; die gemeinsamen Punkte von yS^ und K^ sind die End- 
punkte jenes Durchmessers von K, dessen Bild die kleine Achse hyb^ 
des elliptischen Bildes von K ist. Die Uralegung der Ebene a liefert 
die Scheitel h^, h^ der kleinen Achse und auch durch die wahre Größe 
des Durchmessers (bj)Q}^ die Länge der großen Achse. 

In Fig. 158 wurde die Bildebene durch m gelegt und der Schnitt- 
punkt s von Q mit «" aur Umlegung der Ebene « benützt, s{s) ^ p{ß) ■ 

Wenn die Bildspar «* för die durch m gehende BUdebene den 
Konturkreis der Kugel in den reellen Punkten 1 und 2 trifft, so 
muB in diesen Punkten das Bild von K den Konturkreis berühren, 
weil die Tangentialebenen der Kugel in 1 und 2 normal zur Bild- 
ebene sind und daher die Projektionen aller Kugeltangenten in 1 resp. 2 
zusammenfallen mit den Tangenten dieser Punkte an den Konturkreis. ^) 
Man kennt also von dem elliptischen Kreisbilde zwei zur kleinen 
Achse symmetrische Tangenten mit ihren Berührungspunkten; die 
Kormalen in 1 und 2 treffen die kleine Achse im Punkte m; der 
Kreis ober \2m enthält daher die Brennpunkte f\, f^ des elliptischen 
Bildes von K. Bestimmt man m^ als Bild des Fußpunktes der Nor- 
malen vom Kugelmittelpunkte auf £, so läßt sich demnach das ellip- 
tische Bild ohne Umlegung finden.^) 

Die Punkte 1 und 2 trennen den sichtbaren und unsichtbaren 
Teil des Schnittkreises K. 

Aufgaben: Der Schnitt mit eiaer vertikalen Ebene e durch Ann 
Kugelmittelpunkt ist zu bestimmen : Man sucht die Endpunkte des verti- 
kalen Kugeldurchmessers; diese bestimmen mit der großen Achse (d. i. der 
zur Bildspur von e parallele Durchmesser des Konturkreises) das elliptische 
Bild (vergl. Fig. 173). 

I)as Büd eines Hauptkreises, dessen Ebene man kennt, ist zu be- 
stimmen. 

1) Es gilt ganz allgemein: 
Fläche in einem Punkte p^ trifft, s 
Umriß im Bilde p. 

2) Man kennt von dem elliptischen Bilde die Achsen und einen doppelt- 
baröhrendeii Kreis; dadurch ist die Ellipse bestimmt {(ei'gl. die Anm. pag. 83), 
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Der Schnitt der Kugel mit einer Koordinatenebene oder einer dazu 
L Ebene ist zu suchen. 

Der Schnitt mit einer zur Bildebene parallelen Ebene ist zu be- 
stimmen. 

Eine den Konturkreis in den Endpunkten eines Durchmessers berüh- 
rende Ellipse sei das Bild eines ebenen Schnittes der Kugel; die Spuren 
der Sehnifctehene sind zu bestimmen. 

Eine den Konturkreis in zwei beliebigen Punkten berührende Ellipse J.' 
ist gegeben; wenn E das Bild eines Nebenkreises der Kuyol ist, so sind 
die Spuren seiner Ebene z\i finden. 

Selbstachatten Ibei Parallelbeleuclitiing. 

Die Berührungspunkte der zur Lichtstrahlem-icktung parallelen 
Kugelfcaiigent«n trennen den beleuchteten und nicht beleuchteten Teil 
der K ugelfläche und bilden die Selbstschatten grenze; diese Berührungs- 
punkte liegen auf einem Hauptkreiee, dessen Ebene zur Liehtatrahlen- 
richtung normal ist 

Bm axonometrische Bild der SelbstsduiMmgrense ist eine Ellipse, 
deren große Achse der mm Bilde L des lÄektstrahles normale Duröhr 
messer des Konim-hreises der Kugel ist. Seine Bndpunkte a^, a^ trennen 
den siehthai-en und unsichtbaren Teil der Selbstschattei^eiize. Die 
Ellipse wird bestimmt sein, wenn man noch ein Bestimmungsstück 
kennt; dieses kann man sieh in verschiedener Weise verschaffen: 

1. Die Symmetrieehene e der großen Achse ä^a'^ enthält den V\g. i 
durch den Kugelmittelpunkt m^ gehenden Lichtstrahl /,,, und schneidet 

den Selbetschattenkreis in jenem Durchmesser, welcher sich ah Meine 
Achse des eüiplischen Bildes projiziert; da dieser Durchmesser auf L^ 
normal steht, lafit er sich in der Umlegung von s um i'' ^ L leicht 
bestimmen und gibt als Bild die kleine Ellipsenachse bjb^. 

In Pig. 159 ist die Bildebene durch m^ gelegt; dann fUllt die Um- 
legung des in t liegenden Hauptkreiyes mit dem Konturkreiae der Kugel 
zusammen. JJer durch m^ gehende Lichtstrahl i,, wurde mit Benützung 
seines horizontalen Spurpunktes ?),. um sein Bild Z, umgelegt; liQi) ^p(^p) . 
Normal zu (i) wurde der Durehmesser (öj)(&2) des Kontm:kreises gezogen, 
dessen Endpunkte, auf L projiziei-t, die gesuchten Ellipsenscheitel liefern. 

2. Wenn man den Kugebadius auf dem Bilde des Lichtstrahles Fifj. ] 
asonometrisch auftr'^, so erhält man die Exzentrizität des elliptische, """* ' 
Bildes, da der Lichtsrahl auf der Ebene des Hauptkreiaes, welcher 

die Selb ata chattengrenze bildet, normal steht (vergl. pag. 78, Fig. 101). 

In Pig. 159 wurde der durch ni gebende Lichtstrahl um sein Bild L 
umgelegt und aus der ümlegung die asonometrisehe Projektion me des 
im Liehtstrahle liegenden Kugelradiua bestimmt; dann ist mfi-^mf^^mTe. 

In l'ig. 161 wurde der durch m gehende Lichtstrahl um die Bild- 
spur m3 seiner grundfläehprojizier enden Ebene umgelegt mit Benützung 

SobüäalBr, ortUOBOnftla Aionometria. 9 
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des reobtwipkligea Dreieckes mm'3; aus der Umlegung ergibt sieh das 
asonometrische Bild im des im Lichtstratle liegenden Kugelradius, und 
es . ist mfi = mf^ = me . 
3. Man sucht die Pimtte der Selbstsehattengrenze, welche im 

ho7-üontalen Hmiptkreise K^ liegen; ihre Tangentialebenen an die Kugel 
sind vertikal und zum Lichtstrahle parallel; daher sind ihre Tangenten 
an K^ parallel zum Grundriß des Lichtstrahles. Diese Punkte laaaen 
sich ohne Umlegung finden, da mau das elliptische Bild K des hori- 
KOntalen Hauptkreises leicht bestimmen kann; die große Achse 12 
ist parallel zu xy und gleich dem Eugeldurchmesser, die Exzentrizität 
ist gleich dem axonometriachen Bilde md des vertikalen Kugelradius. 
An die Ellipse K sind nun die zu L' parallelen Tangenten zu legen; 
ihre Berühi-ungspunkie sind die gesuchten Punkte des Bildes der 



In Kg, 160 ist das elliptisohe Bild K des horizontalen Haupt- 
kreises durch die große Achse 12 und die Brennpunkte /i,/'^ gegeben 
(mf^ =• mf^ =^ md). Die- Normale von /ä auf L' schneidet den der Ellipse 
umschriebenen Konturkreis der Kugel in Punkten der 7.u L' parallelen 
Ellipsentangeuten; für eine von ihnen wurde der BerührungspunM p ge- 
sucht. Aus J5 und ffj^äg wird in bekannter Weise die kleine Aohso des 
Selbsteehattenbüdes gefunden (vergl. Pig. 100). 
Fig. 161 4. Man sucht die Punkte der Selbstsehattengrenze, welche in 

'jenmt verähalen Hau^fkrme K^ Hegen, dessen Ebene s svm lAchtsiraMe 
parallel ist; ihre Tangenten sind zum Lichtstrahle parallel. Diese 
Punkte lassen sich ohne Umlegung finden, da man das elliptische 
Bild K des vertikalen Hauptkreises leicht bestimmen kann; die große 
Achse 12 ist parallel zu f* und gleich dem Kugeldnrehmesser; das 
Bild d des tiefsten Punktes der Kugel gehört der Ellipse K an. An die 
durch die große Achse 12 und einen Punkt d gegebene Ellipse K sind 
nun die zum Bilde L parallelen Tangenten zu legen; die Berührungs- 
punkte sind die gesuchten Punkte des Bildes der Selbstsehattengrenze. 
In Pig. 161 wurde der Punkt d durch Umlegung des rechtwinkligen 
Dreieckes mm'S gefunden. Die Bildspur s' ist für eine durch m gelegte 
Bildebene identisch mit m3 und trifft den Konturkreis in den Scheiteln 1, 2 
der großen Achse von K. Um die zu L parallelen Tangenten an K zu 
finden, kann man aus der großen Achse 1 2 und dem EDipsenpunkte d 
i Brennpunkte von E bestimmen und wie in Pig. 160 vorgehen, oder 
m benötzt den umschriebenen affinen Kreis; Die Affinitat ist durch 
I Achse 1 2 und das Punktepaar d, d^ gegeben, dessen Verbindungslinie 
zur Achse normal ist. Zieht man durch d die Parallele zu L und ver- 
bindet ihren Achsenschnitt mit !^, so erhält man die affine Clerade L^; 
parallel zu i, legt man an den Konturkreis K^ eine Tangente '1\ und 
sucht für ihren Bei-fihrungspunkt p^ den affinen Punkt p, welcher der 
Selbstsehattengrenze angehört. 
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5. Die Ebene ö der Selbstachattenkurve geht durch m^ .und ist Fig. iiiä 
zu L^ normal, kann daher durch ihre Spuren dargestellt werden; 
&' ist normal zu L, und a'' axonometrisch normal zii L'. Einen Kreis 
der Ebene ö kann man darstellen, wenn man das Bild eines in ö 
liegenden rechten Winkels kennt (vergl. Fig. 103). Man bestimmt 
daher die axonometrisch Normale zu einer der Sporen von ff. 

In Fig. 162 wurde die Bildebene dm-ch m,^ gelegt; dann geht o'' 
durch m und ist normal zu X; »j* ist axonometrisch normal au L', also 
normal zvi- Bildspur »»1 der Ebene, ü'; diese zu e'' normale Ebene LL' 
schneidet o in m2 ^ N, der zu o'' aKonometrisch aormalen Geraden. Zieht 
man nun durch % und a^ Parallele zu ß* und JV, so schneiden sieh diese 
in einem Punkte p des Selbstschattenbildes. 

Aufgabe; Von der Selbschattengrenze einer Kugel sind zwei Punlde 
asonometriseh gegeben; es ist die Lichtstrahlenrichtung /u suchen und dii^ 
Selbstschattengrenze zu konstmieren. 



Schlagschatten bei Parallelbeleuclitiiiig. 

Der Schnitt des die Kugel einhüllenden Li chtzj linders mit irgend 
einer Fläche begrenzt den Schlagschatten der Kugel auf diese Fläche. 
Der Lichtzylinder ist ein Kotationszylinder, welcher den Selbstaehatten- 
kreis zur Baaiskurve hat. Die Grenze des Schlagschattens kann auch 
als Schatten des Selbstschattenkreisea aufgefaßt werden. 

Der Schatten auf eine Ebene e ist ala ebener Schnitt eines Bota- 
tionazylinders eine Ellipse, Der Mittelpunkt einer solchen Sehatten- 
ellipae liegt in der Zylinderachse, ist also der Schatten des Kugel- 
mittelpunktes. Für alle parallelen Ebenen sind die Schatten kongruent. 

Legt man die Ebene e berührend an die Kugel, so ist der Be- 
rührungspunkt ein Brennpunkt der SchatteneUipse ; denn für jeden 
ebenen Schnitt eines Rotationszylinders sind die Berührungspunkte 
der den Zylinder und die Sehnittebene berührenden Kugeln Brenn- 
punkte.^) Verschiebt man die Ebene £ parallel, so ist die Parallel- 
projektion dieses Berührungspunktes parallel zum Lichtatrahle, ein 
Brennpunkt der neuen Sehattenellipse; d. h. für eine heliebige Ebene s 
werden die BrernymnUe der Schtätendlipse als Schatten der Endpunkte 
des SM £ normalett Kttgeldwckmessers erhalten. 

Der Schatten des zu e normalen Kugeldurchmessers gibt demnach 
die Lage der großen Aclae der Schattenellipse; diese Achse ist also 
auch die orthogonale Projektion des Lichtstrahles auf die Ebene e 
und daher noraial zur Schnittlinie der .Ebene des Selbstsehatteus mit £. 
Daraus folgt, daß die kleine Achse parallel zur Ebene des Selbst- 
schattens und daher der Schatten des /u f parallelen Durchmessers 



1) Vergl. den Abschnitt IX. 
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des Selbstsehafcteiikreises ist; d. h. die Meine Achse des Schattens einer 
Kugel auf eine beliebige Ebene ist gleich de)n Kugeldiirchmesser.^') 

Soll in axonometriseher Projektion der Schatten auf eine Koordi- 
natenebene, z. B. die Cfrundr iß ebene konstruiert werden, so sucht man 
den Schatten der Endpunkte des vertikalen Kugeldurehmessers auf 
die Grundrißebene und erhält die Bildet" der wirklidien Brennpunkte 
f/< f'i '^^ SchaUeneUipse. Aus ihrer Umlegung in die Bildebene und 
der Länge der kleinen Achse (gleich dem Kngeldurchmeeser) läßt sieh 
die Sehattenellipse in der ümlegung duvch ihre Achsen bestimmen. 
Die as onometrischen Bilder dieser Achsen geben zwei konjugierte 
Durchmesser des Schattenbildes, 
S In Pig. 163 wurde diese Konstruktion für eine die Grundrißebene 

berührende Kugel ausgeführt; m ist in diesem Falle das Bild eines 
Brennpunktes. 

Das Bild der Schattenkurve kann auch ohne Umlegung gefunden 
werden: Da die Sehattenellipse ein ebener Schnitt des Lichtaylindere 
ist, muß ihr axonometrisches Bild die Kontnrerzeugenden des Licht- 
aylindere berühren; diese werden durch die zu L parallelen Tangenten 
an das Bild der Selbstschattengrenze gebildet, welche in denselben 
Punkten den Konfcurkreis berühren. Man erhält also für das axono- 
metrische Bild jedes ebenen Kugelschattens Tamgenten, wenn man an 
den Büdkoniur der Kugel die zu L parallelen Tangenten mehi. 

Mit Hilfe einer solchen Tangente T des Schattenbildes läßt sich 
dieses in verschiedener Weise direkt bestimmen: 
4 1. Man konstruiert wie früher die Schatten der Endpunkte des 

vertikalen Durchmessers und erhält die Bilder f^f^ der wirklichen 
Brennpunkte. Nun sucht man den Berührungspunkt p der Tangente T, 
indem mau durch f^ die axonometrisch Normale zu T zielit und auf 
dieser dafe Bild </ des zu /^ symmetrischen Punktes bestimmt (f^n-=^ng); 
der gesuchte Berührungspunkt p liegt auf fj^g. Vom Bilde der 
Schattenellipse kennt man nun ein konjugiertes Durchmesserpaar 
(die Gerade f^f^ und ihre axonometrisch Normale), sowie eine Tangente 
mit Berührungspunkt. Daraus lassen sieh die Längen der kon- 
jugierten Durchmesser nach Fig. 107 bestimmen. 

II Zu besem Eesnltate klmmt man auch dnrcli tolgendfi Überlegung Dip 
Schmttpunkt« des '^elbBtscliatteakieise'' tmt lei Ebene b gehHien der bi,hatten 
elbfse an Da m ihnen die langentialpbenen an die Kugpl und den Licht 
Zylinder identisch sind bemhrt in be^en Punkten die Sohattenellipse den m t 
hegenden Kugelkieis Legt man die Ebene t durch den Kugelmittelpunkt s 
sind ihrf "Schnittpunkte mit dem Selbatsebattenkieiae Endpunkte eines i-ugel 
durchmesaers in ihnen bemhit die Sehattenelbpae den dutoh ansgPöchnittenen 
Haujjtkreis der Kugpl daher amd divte die bcheitel der kleinen Ai,hse dei 
Schattenelhpse ä h fw dm Schatten da Ktqd auf ivw Elew j ( lie Ueuir 
Achie gleich d^m Kageldwchmessti 
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In Fig. 164 wurde die asonometrisch Normale au T gefunden, indem 
man m2 parallel zu T zieht imd zu )w2 die Normale; ebeBso ist der zu 
f^f^ konjugierte Durchmesser normal zu ot3. Bei der Bestimmung der 
Längen der Durchmesser wurden durch p die Pai-allelen jjjJj und pp^ zu 
den konjugierten Durchmessern gezogen; dann ist in^\ = »i'j»^ ■ m't^ 
imd m'a^ = m'p^ ■ m't^ . 

2. Man bestimmt direkt das Bild der großen Achse, indem msm l'ij: 
durch m^ eine zu L^ parallele yertikale Ebene e legt, das Bild des 

in £ liegenden Eugelkreisea sucht und für dieses die zu L parallelen 
Tangenten konstituiert; ilu'e horizontalen Spurpunkte sind die gesuchten 
Bilder a^, «^ der Scheitel der großen Achse; das Bild der kleinen Achse 
ist zu L' axonometriseh normal; da noch die Kontureizeugende T als 
Tangente gegeben ist, so kann man die Länge des Bildes der kleinen 
Achse finden: Zunächst zeichnet man das Bild der Scheiteltangente in (tj, 
welches T im Punkte t schneidet, und macht a^t = tr; auf (Tg»' liegt 
der Berührungspunkt von p. Die Tangente I und die Pai-allele zu 
ojjOg durch p schneiden das Bild der kleinen Achse in den Punkten 
^ und p^ so daß m'pi m't^^ = m'\ ist 

In Fig 165 WKide das Bild K des in s liegenden Kngelkieise tsl 
genl bestimmt Für he duich «( gehende Biliebene ist mJ die Bill'.pni 
von £ und isi,hneidet den Konturkieis in der Aohse 1 J Yon & zieht man 
durch 1 und ' Paiollele zu hm und tm so sml diese m e liegenden 
L eialen axonometn-^ch noimal und sehneiden si h in einem Punkte g von A 
Dei Kontiifcteis K^ unl das Bill K sind afbne Figmen fui 1 _ als Af 
finitätsicbse und z i ihi noimale \ffinitatsstrahlen also 'iind q q^ ent 
piechende Punkte und der au / parallelen Ueialen j3 entsj-iicht 7j3 
pai^Uel zu ^[3 zieht man -ine Tangente X^ wt !.■ Konturkieis und ucht 
die dazu afline beiade X welrhe das Bild ^ ei tbalt Pa Bild I 
kleinen Aclise ist zu normal 

3. Der Berührungspunkt der Konturerzeugenden T und der Yig 
Schattenellipse kann auch direkt gefunden werden; denn er ist der 
Schatten des auf T liegenden Punktes der Selbstschattengrenze. Die 
Selbstschattengrenze und die Konturkurve berühren sieh in öSj und a^, 
den Scheiteln der großen Achse des Selbstschattenbüdes ; der Durch- 
messer «^«3 ist zur Bildebene parallel, sein horizontaler Spurpunkt \ 
liegt in der Gi-undiißspur der durch m gehenden Bildebene. Der 
Schatten von (f^a^ geht durch \ und )«'; auf ihm liegen die Berüh- 
rungspunkte öi^' und a^' der beiden Konturerzeugenden T^ und T^ mit 
dem Schattenbilde. Nun kann man so vorgehen wie früher und die 
Bilder der wirklichen Ellipsenscheitel konstruieren. — Man kann aber 
auch ein anderes Paar konjugierter Durchmesser des Schattenbildes 
finden: Der zu a^a,^ konjugierte Durehmesser D ist zu L parallel; 
um seine Länge zu bestimmen, zieht man durch a^' und %' die Paral- 
lelen zu den Achsenbildem d. i. zu L' und seiner axonometriseh 
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Normalen (welche zu mh normal lefc); diese GJeraden sclineiden sich 
in einem Punkte p dee Schattenbildes und treffen den Durchmesaer D 
in r und s, so daß m'&i = m'r ■ m's ist (vergl. Fig. 166). 

li'i^^ IST Will man von dein Sdiattenbüde die Äcliseit konstruieren, so lassen 

sieh diese aus den konju^erten Durchmessern in bekannter Weise 
ermitteln. Die folgende Überlegung führt au einei' sehr einfachen 
direkten Bestimmung dieser Achsen: Konstruiert man (Fig. 167) zur 
gegebenen Kugel K die symmetrische Kugel Ki bezüglich der Grund- 
rißebene, und ebenso zu LL' den symmetrischen Lichtstrahl L^L', so 
sind die Schatten auf die Gmndrißebene von X" für die Liehtstrahlen- 
richtung L und von K^ für die symmetrische Richtung ij identisch. 
Daher geben die Kontur erzeugenden der bezüglichen Lichtzylinder 
zwei Paare paralleler Tangenten des Schattenbildes, also ein diesem 
umachriebenes Parallelogramm. Die Diagonalen dieses Parallelogi-am- 
mes sind ein Paar konjugierter Durchmesser des Schattenbildes.^) 
Die zwei Paare paralleler Konturerzeugenden sind Tangenten an die 
kongruenten Konturkreise von K und K^ und haben daher denselben 
Abstand, d. h. das Parallelogramm ist ein Rhombus, die Di^onalen 
stehen normal zueinander und sind daher die Achsen des Sdiattenbildes. 
Jede Diagonale schließt mit den Parallelogrammseiten gleiche Winkel 
ein, daher halbieren die Achsen den Winkel der Liehtstrahlenbilder L 
und Xj. Die Lage der Achsen des Schattenbildes wird daher in fol- 
gender Weise bestimmt: Man sucht im axonometrischen Bilde znm 
Kugehßittelpunkfc m den symmetrischen Punkt m^ bezüglich der 
Grundrißebene, indem man m^m' gleich mm' macht; dann bestimmt 
man den Schatten m' des Mittelpunktes auf die Grandrißebene; die 
A'Msmi haUiierm dm Winkel mm'in^. 

Fig. 163 Um die Längen der Achsen zu finden, benützt man (Fig. 168) 

eine Konturerzeugende T und deren Berührungspunkt, welcher als 
Schatten a^ des Kontui-punktes a, der Selbstschattengrenze bestimmt 
wird; der Durehmesser «j)w liegt in der durch m gehenden Bildebene, 
sein Schatten enthält den horizontalen Durchstoßpunkt h und den 
Punkt w?. — Die Tangente T und Normale A'^ von a/ treffen die 
kleine Achse in den Punkten t und n, so daß der Kreis über tn durch 
die Brennpunkte f^,f^ geht; die Fußpunkte der Normalen aus den 
Brennpunkten auf T liegen im umschriebenen Kreise. Daraus ergeben 
sich die Scheitel HIUIIV des elliptischen Schattenbildes. 

Bei der Bestimmung des Schattens auf eme andere Koordinaten- 
ebene oder eine beliebige Ebene £ wird in gleicher Weise vorgegangen. 
Um 7,. B. die Achsen des Schattenbildes zu finden, such man den 
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zu in bezüglicli f eyni metrischen Punkt m^ und den Schatteil in' von 
in auf E und halbiert den Winkel mm'm, nsw. 

Fällt der Schatten zum Teil auf die Grundrißebene, zum Teil 
auf eine Ebene s, so kann der letztere ans dem ersteren aueli durch 
Affinität abgeleitet werden; die Äffin itätsachse ist die Grundrißspnr 
von £; ein enteprechendes Punktpaar liefern die Schatten des Kugel- 
mittelpunktes auf die Gfrundrißebeue und die Ebene e. 

Der Schlagschatten auf die Bildebene ergibt sich am einfachsten, 
wenn man den Lichtstrahl um sein Bild in die Bildebene umlegt und 
den Schatten der Endpunkte des zur Bildebene normalen Durch- 
messers aus der Umlegung bestimmt; so erhält mau die Brennpunkte 
des Schattens, Die kleine Achse ist gleich dem Kugeldurchmesser. 
Geht die Bildebene durch den Kugelmittelpunkt, so ist die kleine 
Achse des Schattens und die große Achse des Selbstaebattens identisch. 

Aufgaben; In der Grundrißebene ist eine Ellipse durch ihr Bild 
gegeben; sie ist der Schatten einer Kugel bei Parallelheleucbtung; die 
Richtung des Lichtstrahles ist zu suchen: Der gesuchte Lichtstrahl ist 
die Achse des Botationsay linders, welcher durch die Ellipse gelegt wer- 
den kann. 

Durch eine Gerade G sind an eine Kugel die Tangentialebenen zu 
legen: Man sucht den Schatten der Kugel parallel zu Cr auf die Bild- 
ebene oder eine Koordinatenebene und legt durch den betreffenden Spur- 
punkt von tr die Tangenten an die Sehattenellipse; diese sind die Spuren 
der gesuchten Tangentialebenen. 

Eine Zylinderfläche und das Bild eines Kugebnittelpnnktes sind ge- 
geben. Die Engel ist zu bestimmen, so daß sie hei gegebener Licht- 
strahl enrioh tun g auf die Zylinderfläche einen Schatten wirft, welcher in 
uwei Kegelschnitte zerfällt. 

Sell)8t8chalteii bei Zentralbeleuclitiing. 

Die Berührungspunkte der durch die Lichtquelle l^. gehenden 
Kugeltangenten trennen den beleuchteten and nicht beleuchteten Teil 
der Kngelfläcbe und bilden die Selbstschattei^reüze. Diese Berüh- 
rungspunkte liegen auf einem Kugelkreise S^, dessen Ebene au dem 
durch den Kugelmittelpunkt »i^ gebenden Lichtstrahle normal ist und 
dessen Mittelpunkt s,. auf diesem Lichtstrahle liegt. 

Das asonometrische Bild der Selbstschattengrenze S^ ist eine Fi^. 
Ellipse, deren große Achse zum Bilde Im normal und gleich dem 
Durehmesser von S^ ist; die kleine Achse fäUt in hu. Zur Bestim- 
mung der Scheitel des Bildes S legt man den durch m gehenden 
Lichtstrahl mit seiner bildflächprojizierenden Ebene s in die Bildebene 
umj wobei mau z. B. den horizontalen Spurpunkt nf des Lichtstrahles 
benutzt. Geht die Bildebene durch m, so fällt die TJmlegung (K) 
des in i liegenden Hauptkreises K mit dem Konturkreise zusammen. 
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Zieht man aus der Umleguiig (l) der Lichtquelle an (K) die Tan- 
genten, so ist die Verbindnngslime dei" Berührungspunkte (öj) und 
(öj) die Umlegung jenes Durclimesser von S^, welcher sich als kleine 
Achse \i^ von S projiziert; die Berührungssehüe gibt gleichzeitig 
die Länge der großen Achse a^u^ von S (Fig. 169). 

Liegen die Berührungspunkte (6,) und (6^) der Tangenten von (l) 
au (K) auf derselben Seite von Im, so ist die Selbstscbatteagrenze 
ganz sichtbar oder ganz unsichtbai'. Das BÜd S hat dann keinen 
reellen Punkt mit dem Konturkreise der Kugel gemein (Fig- 169). 

Liegen (öj) und (Jg) zu Tei-schiedenen Seiten von tm, ao wird 
ein Teil der Selbstscliattengrenze sichtbar, ein Teil unsichtbar sein. 
Die beiden Teile sind durch jene Punkte 1 und 2 getrennt, in wel- 
chen das Bild S die Konturkurve berllhrt; die Verbindungslinie 12 
geht durch den Schnittpunkt von {l>j)(l>^) mit Im. Die Tangential- 
ebenen in 1 und 2 an die Kugel enthalten die Lichtquelle, weil 1 
und 2 der Selbstschattengrenze angehören, und sind normal zur Bild- 
ebene, weil 1 und 2 im Konturtreise liegen; daher gehen die Tan- 
genten von 1 und 2 an den Konturkreis durch das Bild l der Licht- 
quelle. Man erhält also die Kontwpiinlck des Bildes der SdbstsckaUm- 
grmze als Beriihningspwnkte der Tangenten mis l an den Kontwrhreis 
der Kugel; sie sind reell, wenn l außerhalb dieses Konturkreises liegt. 



1 Legt man durch die Lichtquelle die vertikalen Tangentialebenen, 

SU sind deren GrnndriBspuren die Tangenten von /' an den Grundriß- 
kontur ber Kugel. Die Berührungspunkte dieser Tangenten sind die 
asonometrischen Grundrisse der Berührungspunkte t und ^ der verti- 
kalen Tangentialebenen an die Kugel. Die Punkte t und t^ liegen im 
horizontalen Kugelkreise, haben also von ihren Ga'undrisseii dieselbe 
Entfernung wie m. Dies gibt ein Mittel die Punkte t und i,, welche 
der Selbstschattengrenze angehören, zu bestimmen. 

Diese Konstruktion läßt sich ohne Umlegung durchführen: Der 
asonometrische ßrundrißkontur K' der Kugel ist eine Ellipse mit der 
großen Achse ah, gleich dem Kugeldur eh messer, und der Exzentrizität 
gleich dem axonometriachen Bilde des vertikalen Radius. Ist dieser, wie 
in Fig. 170, nicht gegeben, so kann man auch einen Punkt j) von K' 
ermitteln als Schnitt der Parallelen zu X und Y durch a und h. In 
diesem Palle empfiehlt es sich, die Tangenten durch Affinität mit dem 
umschriebenen Kreise K^ zu konstruieren; Affinitätsachse ist a&, die 
Affinitätsstrablen sind zu ihr normal, also p, p^ ein affines Punktpaar; 
l^' wird affin zu l' bestimmt, aus l^,' eine Tangente an K^' gezogen 
und zum Berührungspunkte („' der affine Punkt t' gefunden. Trägt 
man tt' = mm' auf, so ist i das Bild eines Kugelpunktes, dessen Tan- 
gentialebene durch l geht, also eines Punktes des Selbstsebattenbüdes S. 
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(Wenn man bei diesei Ivonetiaktinn die Giundrißebeiie dui'ch m ge- 
legt denkt, bo tiitt keine Veremfachnng em") 

Dieser Punkt f dei Selbstschattpi^enze bestimmt mit den Kontur- 
punkten 1 und 2 deren Tangenten ja auch gegeben sind, das ellip- 
tische Bild S Man !i.a,nn beliebig viele Punkte der Ellipse kon- 
struieren will man insbesondere die Achsen haben, so zieht man 
dvirch 1 zui kleinen Ärhse Im eine Patallble und bestimmt deren 
Schnittpunkt 3 mit der Elh}.8e ^) Die '^ymmetrale von 13 ist die 
große Achse welche den Kreis ubei 12m in - den Brennpunkten 
schneidet, daraus ei geben sich leicht die Scheitel des Bildes. 

In derselben Weise wie dieser Punkt t von S^, welcher im hori- 
gontalen Hauptfeeise liegt, könnte auch ein Punkt von S^ verwendet 
werden, welcher in jenem vertil^aleii Hauptkreise K^ liegt, dessen 
Ebene X durch l^ geht. Ein solcher Punkt läßt sich direkt, ohne 
Umlegung, finden. Man keimt vom Bilde K dieses Kreises die große 
Achse, welche mit dem zur Bildspui- Ü' parallelen Durchmesser des 
Kontui-kreises zusammenfällt, und einen Punkt, nämlich das Bild ä^ 
des tiefsten Punktes (vergl. Fig. 173). Dadui-ch ist K bestimmt; legt 
man an K dui-ch l die Tangenten, so sind deren Berührungspunkte 
die gesuchten Punkte von S. 

Am einfachsten wird es sein, wenn man den Mittelpunkt von S^ \i% 
direkt als Schnitt des Lichtstrahles i,,)«, mit der Ebene a der Selbst- 
schattengrenze ermittelt. Die Ebene ö, ist normal zum Lichtstrahle 
l^m^ und ihre Bildspur ö** ist fllr eine durch m gehende Bildebene 
die Polare des' Bildes l für den Kouturkreis. Ist 6* (S'ig' l'^l) sils 
Polare von l bestimmt, so zieht man durch den Schnitt von ö" mit 
der Seite xy des Spurendreieckes die axonometrisch Normale a'' zu 
l'm (sie ist normal zu i!'). Der Schnittpunkt s,. von l^m,. mit ff wird 
in bekannter Weise mittels einer vertikalen Hilfsebene X gefunden. 
Nun ist die Lage der beiden Achsen des Bildes S gegeben; der Kreis 
Über Im enthält die Brennpunkte; die kleine Achse kann man als 
mittlere geometrische Proportionale der Strecken sl und s? bestimmen, 
wenn *■ der Schnittpunkt der Polaren ö* mit Im ist.^) Diese Bestim- 
mung ist deshalb wichtig, weil sie auch dann unverändert gilt, wenn 
S keine reellen Konturpuiikte besitzt, also l innerhalb des Kontiu-- 
kreises liegt; die direkte Bestimmung der Scheitel von S ist also 
immer durekfUhrbar. 

Aufgaben: Von der Selbstsobattengreaze einer Kugel sind drei Punkte 
axonometrisch gegeben; die Lichtquelle ist zu suchen.^ 

1) Tei'gl, Fig. 122. 
S) Veigl. Fig. 107. 
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Dm h e ne tiend'' (t sind an dif Kugel lie Tangentialpbenoii / 1 
[e^en Uetiaoht^t man zwei Punkt" 1^ und J^ tod (t dls Liebt juellei 
so s hneidfn si h dip 1 eziigbelien Selbst thattenkifise 6j^ und S m itpi 
Bpnihrung'ipmikten i, und fj dei gesuchten Tangentialebenen Man braucht 
nicht die Bildei der Selbstschattenkreise zu konstruieien sondern nii 
deien Ebenen g, und a^ m bestimmen (veigl Fig 171) die Elienen öj 
und (Fj schneiden sich m einer Geiaden welche die Kugel in den gesuchten 
Punkten t^ und / tnfit Bei Vpwnderei Wahl von l^ und /^ wird diese 
Konstruktion leremfacht z B wenn man /j unendlich fern und ^ m '^^ 
duich den Kugelmittelpunkt gelegten Bildebene wählt in die&em lalle 
enthilt die Polaie vun /, bezüglich des Konturkreises ichon die Bildei 
dei gesuchten Beruhiungf punkte 

An eine Kugel sind durch den Punkt p Tangentialebenen \on ge 
^ebener Honz mtdlneigung 7u legen Diese 4utgabe läßt sich zuiuik 
lühien auf die Bestimmung dei gemeinsamen Tangentialebenen an zwei 
Rjtitionskegel (-sergl i^ig Uf) 

Schlagschatten bei Zeiitralbeleuc^htiiiig. 

Der Schnitt des die Kugel einhüllenden LiditkegGls mit irgend 
einer Fläche begi-eiizt den Schlagschatten der Kugel auf diese Fläche, 
Der Lichtkegel ist ein ßotationskegel, welcher den Selhstschattenkreis S^ 
Kur Basis und l^m^. zur Achse hat. Die Grenze des Schlagschattens 
kann auch als Schatten des Kreises S^ aufgefaßt werden. 

Der Schatten auf eine Ebene s ist als ebener Schnitt eines Ro- 
tationskegels ein Kegelschnitt. Für alle parallelen Ebenen sind die 
Schatten ähnliche Kegelschnitte, deren Ahulichfeeitszenti-ura l^ ist.') 

Legt man die Ebene e berührend an die Kugelj so ist der Be- 
rührungspunkt ein Brennpunkt der Scbattenkurve ; denn für jeden 
ebenen Schnitt eines Rotationskegels ist der Berührungspunkt einer 
den Kegel und die Sclmittebene berührenden Kugel ein Brennpunkt.*) 
Verschiebt man die Ebene * parallel, so ist die Projektion dieses 
Berührungspunktes ans dem Ähnlichkeitazentrum l^ ein Brennpunkt 
der neuen Schattenkurve; d. h. für eine beliebige Ebern e werden die 
Brennpwikie der Schaiterikime als Scfiatten der EndpunJcte des mt s 
normalm Kiigeldurchmessers erhalten. 

Der Schatten dieses zu s normalen Kugeldurchmessers gibt dem- 
nach die Lage der die Brennpunkte enthaltenden Achse der Sebatten- 
kurve an; diese Achse enthält auch die orthogonale Projektion der 
Lichtquelle und des Kugelmittelpunktes auf die Ebene e und ist 
daher normal zur Schnittlinie der Ebene des Selbstschattens mit e. 

Die Schattenkurve ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je 



1) Der durch den Kugelmittelpimkt gehende Lichtstrahl enthält hier oatiir- 
Uch nicht die Mittelpunkte der Schattenkurven. 

2) Vergl. pag. 8T und 112. 
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nachdem die zu f parallele Ebone durch die Liehtqtielle l^. die Kugel 
nicht schneidet, schneidet oder berülii't. — Soll der Schatten der 
Kugel auf die GrundriBebene bestimmt werden, so wird die Sehatten- 
kiuTe eine Ellipse sein, wenn die horizontale Ebene a durch die 
Lichtquelle den vertikalen Durehmesser T) außerhalb seiner Endpunkte 
trifft — eine Hypprljel, wenn a den Durchmesser I) innerhalb seiner 
Endpunkte trifft — eine Parahel, wenn a dui-ch einen der Endpunkte 
von D geht (also sein Bild von seinem axonometriaehen Grundrisse 
dieselbe Entfernung hat wie l von l'j. 

Für eine elliptische Schattenkurve soll die Konstruktion durch- 
geführt werden: Zuerst bestimmt man die Schatten der Endpunkte 
dj, d^ des vertikalen Durdunessers auf die Grundrißebene; diese geben 
die axonometriaclien Bilder der wirklichen Brennpunkte. Eiu weiteres 
Bestimmiuigsstück der Schattenellipse bilden die Konturei-zeugenden 
des Lichtkegels; diese müssen nämlich von dem Bilde der Schatten- 
ellipse berührt werden, da diese ein ebener Schnitt des Lichtkegels 
ist. Die Konturerzeugenden sind die Tangenten von l au das Bild S 
des Selbstsebattenkreises, welche in denselben Punkten den Kontur- 
kreis berühren. Man erhält also für das tixono metrische Bild jedes 
ebenen Kugelschattens Tangenten, wenn man ans l an den Kontur- 
kreie der Kugel die Tangenten zieht. 

Liegt l innerhalb des Kouturkreises, so sind die Tangenten ima- 
ginär; dann kann man in derselben Weise die Tangenten aus l' an 
den örundrißkontur der Kugel verwenden. Diese sind nämlich die 
Grundriß spuren der vertikalen Tangentialebenen aus l an die Kugel 
und daher auch an den Lichtkegel und müssen daher Tangenten des 
in der Grundrißebene Hegenden Schnittes des Lichtkegels seiu. — 
Eines dieser beiden Tangentenpaare aus l oder l' muß reell sein, 
wenn nicht Z innerhalb der Kugel liegt, also kein Schatten auftritt. 

Mit Hilfe einer solchen Tangente T des Bildes der Schatten- Fig. 173 
ellipse kann diese bestimmt werden: Man sucht die Umlegung der 
Brennpunkte und der Tangente T, ') bestimmt daraus in der Umlegung 
die wahren Scheitel der Schattenellipse und sucht deren Bilder, welche 
die Endpunkte zweier konjugierten Durchmesser des Schattenbildes 
sind {Fig. 172). 

Die Umlegung könnte man auch lungehen, wenn man wie in 
Fig. 164 aus den Bildern der Brennpunkte und der Tangente deren 
Berührungepunkt direkt bestimmt imd daraus die Länge der kon- 
jugierten Durchmesser des Schattenbildes ei-mittelt. 

Die Bilder dei wirklichen Scheitel der Schattenellipse können Fig. 173 

1) Natürlich, ist die KoiituieL^eugPiiJe T als Bild einer in der Grundriß- 
ebene hegendea üemden aufzufassen 
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auch ohne Benützung einer dieser Tangenten ermittelt werden: Um 
die in l'm' liegenden Punkte ß^«g des Schattenbildes zn erhalteUj sucht 
mau jene Eraeugenden des Lichtkegels, welche in der vertikalen Ebene A 
durch l'm liegen. Das Bild K des in X liegenden Hauptkreises ist 
leicht anzugeben, da der in i* liegende Kngeldurehmesser seine große 
Achse III, und der tiefste Punkt d^ der Kugel ein Peripheriepunkt 
Ton K ist. Die Tangenten aus l an K sind die gesuchten Erzeugen- 
den, welche l'm' in % und a^ schneiden. Die Tangeuten können 
konstruiert werden, indem man entweder zueret die Brennpunkte /j, /jj 
von K ermittelt — oder die Affinität mit dem umschriebenen Kontur- 
kreise benützt. ■ Legt man nun a^, a^, f^ , f^ wm,' so können in der üm- 
legung die Scheitel der kleinen Achse bestimmt und daraus deren 
Bilder konstruiert werden. 

fig. 173 Diese Umlögung kann man auch umgehen und direkt aus den 

Bildern «i,fla,/i,/a die Bilder J^, öj der Seheitel der kleinen Achse 
finden: Zieht man (Fig. 173) durch % und % Parallele zu X und Y, so 
schneiden sich diese in /c, dem Bude eines Punktes des umschriebenen 
Kreises; die axonometrisch Normale zu hf^ durch Ä (parallel zu «^Äj) 
ist eine Tangente T des Schattenbildes; macht man gh == /c/j und ver- 
bindet g mit f\, so ti'ifft diese Gerade die Tangente T im Berühruiigs- 
punkte f. Da die L^e des Bildes B der kleinen Achse als axono- 
metrisch Normale durch m^ zu a^a^ (normal zu X*) gegeben ist, lassen 
sich ihre Endpunkte in bekannter Weise ermitteln; die Parallele zn 
a-^^a^ durch p schneidet iJ in s, die Tangente T schneidet B in r und 
es ist »ijfcj = »»j?»2 — JM^J' ■ m'~s. 

l'ig. 174 Noch eine direkte Konstruktion des Schattenbildes, bei welcher 

die Brennpunkte nicht benutzt werden, sei erwähnt: Man sucht 
(Fig. 174) die Schatten der Punkte 1 und 2, in welchen das Bild S 
der Selbatschattengrenze den Konturkreis berührt; die CreradelS liegt 
in der durch m gehenden Bildebene, ihr horizontaler Spurpunkt Ä in 
der Seite xy des Spurendreieekes; für irgend einen Punkt von 12, 
z. B. seinen Seitenrißspurpunkt 3, sucht man den Grundriß und daraus 
seinen Schatten 3"; dann ist 7t3' der Schatten von 12 und schneidet 
die Konturerzeugenden T^, T^ des Lichtkegels in den gesuchten Punkten 
1", 2' des Schattenbildes. Da 2"^ und T^ Tangenten des Schattenbildes 
sind, so gibt der Halbierungspunkt d von i'2' mit l verbunden einen 
Durchmesser, welcher l'm im Mittelpunkte m^ des Schattenbildes trifft. 
Nun kennt man von diesem den Mittelpunkt m^ und zwei Tangenten 
Tj, T^ mit ihren Berührungspunkten ^), woraus sich die Längen zweiei- 

1) Aus dieser Konstruktion lassen sich auch die Aclmen des Sehattenbildes 
ableiten: Legt man durch ll'2' einen Kreis und sncht auf diesem den au l te- 
zflglicb 1*, 2" harmonisch konjngierten Punkt i; so halbieren die Achsen den 
Winkel Im, t (vergl, Anm. pftg. 110). 
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koajugiertGn DnrckniesaeT ermitteln lassen: Der zu l'tn^ konjugierte 
Durchmesser D ist zu 'J\ pai-allel; er wird von 1\ in r und von der 
Parallelen zu I'jm, ditrch 2' in s getroffen, so daß m^Ul — m^^lY ^ 
m^r ■ m^s ist. 

Der Schl^achatten auf die Bildebene ei^ibt sieh am einfachsten 
durch Umlegüng der Lichtquelle; doch kann man auch direkt die 
Brennpunkte als Schatten des zur Bildebene normalen Kugeldurch- 
meseers mit Benützung des axouometriachen Grundrisses bestimmen. 

Allfgatieii: Der zentrale Schatten einer Kugel auf die GrundrlBehene 
oder .Bildebene iat au bestimmen, wenn die Schattenkurve eine Hyperbel 
oder Parabel ist. 

Eine in der Grundrißebene liegende Parabel ist durch ihr axono- 
metrisches Bild gegeben; sie sei der zentrale Schatten einer Kugel, welche 
die Grundrißebene berührt und einpii gegebenen Eftdius hat; die Licht- 
quelle ist zu suchen. 



XIV. Die Halbkugel. 

Jede durch den Mittelpunkt gelegte Ebene e trennt die Kugel- 
flache in zwei Halbkugeln. Eine Halbkugel wird durch den in s 
liegenden Hauptkreia begi-enzt, welcher ^asiskreis heißt. Das axono- 
metrische Bild des Basiskreises ist eine Ellipse, welche den Kontur- 
kreis der Kugel in den Endpunkten a, h eines Durchmessers berührt. 
Die Exzentrizität dieser Ellipse ist gleich dem Bilde jenes Kugel- 
radius, welcher auf der Basisebene normal steht, — Der scheinbare 
Umriß der Halbkugel ist die durch a, b begrenzte Hälfte des Kontur- 
kreises der Kugel. Umgekehrt kann jede Ellipse ttnä ihr umsehriebener 
Halühreis-oXs axonomeirisohes Bild des Basish-mes und axonometrisdter 
KontiAir einer HaiM/agel aufgefaßt werden. 

Bei einer Parallelbeleuchtung wird der Basiskreis ins Innere der 
Halbkugel einen Schatten werfen, wenn der Mittelpunkt auf die Halb- 
kugel einen eigentlichen Schatten wirft; die Punkte 1 und 2, in 
welchen der Selbstechattenkreia den Basiskreia schneidet, begrenzen 
jenen TeU.des Basiskreiees, dessen Punkte ins Innere einen eigent- 
lichen Schatten werfen. Die Punkte 1 und 2 sind die Endpunkte 
jenes Basisdurehmessers, welcher zur orthogonalen Projektion des 
.Lichtstrahles auf die Basisebene normal steht, weil die Tangential- 
ebenen in 1 und 2 parallel zum Lichtstrahle und normal zur Basis- 
ebene sind. 

Die SohattenkuiTe wird bestimmt, indem man (Fig. 175) durch Fig. 
die einzelnen Punkte i>, 2, ■ ■ ■ Lichtstrahlen legt und sie mit der Kugel- 
fläche zum Schnitt bringt. Zur Bestimmung der Schnittpunkte kann 
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man durch die einzelnen Lichtstrahlen Hilfsebenen normal zur Basis- 
ebene legen; diese parallelen Hiifsebenen achneiden die Halbkugel in 
Halbkreisen, deren Mittelpunkte |j„, q„, ■ ■ ■ auf dem zu den Hilfeebenen 
normalen Durchmeeser des Basiekreises liegen, welcher die Punkte 1, 2 
des Selbstschattens enthält. Die in den Halbkreisen liegenden Paukte 
p", q', - ■ • der Lichtstrahlen bilden den Schatten des Baeiskreises ine 
Innere der Halbkugel. Die Dreiecke pp^p', q%^', ■ ■ ■ sind gleich- 
schenklig und ähnlich, da die Seiten pp,,, qq^, ■ ■ • und pp', qi/, ■ ■ ■ 
parallel sind. Daher sind auch die dritten Seiten p^p', 1^1'^ ' " " parallel. 
und die Schattenpunkte p',q, hegen m einer Ebene u, welche die 
za i)t,p' parallelen und den DurchmeFiser 12 schneidenden Gendeu 
bestimmen Det bclmiten ins Innert »s/ ilemnath eine ebene Kurve') 
und zwai eui Hallikreis, de^'^en Ebene s duich dm Kugelm%üelpimM geht 
Da der Schatten auch als Schnitt des duich den Basiekreis gehen 
den Lichtzylindere mit dei Ebene e, also als Paiallelprojektion des 
Basiskieiaes aufgefaßt werden kann, so i^eiden die Endpunkte zweiei 
normalen Radien dei Bdsis zum Schatten die Endpunkte /weiei noi 
malen Radien dei Si,htittenkui ve liefern Um also m der axonometii 
sehen Darstellung zwei konjugieite Durchmesser des Schattenbildes 
zu erhalten, wählt min im Bilde des Bisiskieisefe zwei konjugierte 
Duiehmettser und sucht YOn deren Endpunkten den Schatten Als 
einen die'^ei Durchmofser wählt man voiteiDiatt 12 weil dieeei m 
der Ebene ff dei Schatienkur\ p liegt und dahei mit semem Schitten 
zusammenfällt. 

Die Bestimmung lies-'s S hj.tten'^ ms Inneie srll lui eine Halb- 
kugel mit hoi zontalem Bisi&kreine imch^efühit werden D1^ ixono- 
metrische Bild des Basiskreises ist eine Ellipse deien gieße Achse 
zur Seite j.y des Sp uendieieckes parilM und gle ch dem Durch- 
n essei der Kugel ist, und welche n bekannte! ^ eise best mmt werden 
kann entwe lei aus dei Es/entrizitat welche gleich dem Bii le des 
veitikalen h,ugelia(ius ist rder indem min durch iie Endpunkte der 
^loßen Achse Piiallele zu X und I zieht und aai dem 'Schnitt- 
punkte T\ ekhei der Ellipse aingehort die Linge der 1 lernen Achse 
eimittelt — Ist nicht eii bestimmtes Achsenkreuz vor geschrieben, so 
kinn man eine beliebige Elbise mit hcrizontder großei Äcl se und 
den umschriebenen Halbkreis ils axc nometiisches Bild einei Halb- 
kugel mit hoiizontalei Bas s ansehen lui das zugehörige Achsen- 
kieuz ist dann Z puaUel zur kleiuen Achse X. ind 1 jaiallel zu 
iigend einem Paaie konjUj^iertei Duichmessei dei LUipse Die Schatten- 

1 D es folgt lii geni a ch lai^us di£ 
FUclei zweiten Giadea ian ii i ~" 
m zwei Punkten 1 et lire (veigl iiii 
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konstruktion läßt sicli übrigens ohne Benutzung eines bestimmten 
Achsenkreuzes dnrchfükren. 

Zunächat sucht man die Punkte 1 und 2, in welchen der Basis- 
kreis von der Selbstschattengi'enze getroffen wird, d. h. jene Punkte 1 
und 2, deren Tangentialebeuen au die Kugel parallel zum Liehtstrahle 
sind; man erhält sie als Endpunkte des zu // konjugierten Durcli- 



Dureh die Punkte 1 und 2 geht die Schattenkurve. Man zieht Fig. 1T6 
den zu 12 konjugierten Durehmesser 34 (parallel zu L') und sucht 
den Schatten des einen Endpunktes 3. Die vertikale Ebene s durch 
ffj3 (Fig. 176) entlwilt den Lichtstrahl und schneidet die Kugel in 
einem Hauptkreise K. Die Bildspur t* ist (für die durch den Mittel- 
punkt m gelegte Bildebene) der zu 12 normale Durchmesser; denn 
1 2 ist das Bild einer Geraden, welche zur Ebene t normal steht. Die 
Umlegung von K fällt mit dem Konturtreise zusammen; in ihr liegt 
die UmlegTing des Punktes 3 auf einer Normalen zu s''. Der Schnitt '' 
von L mit e'' gibt mit (3) verbunden die Umlegung des Lichtstrahles 
und trifft den Konturkreis in der Umlegung (3") des gesuchten Schatten- 
punktes, dessen Bild 3" auf einer Normalen zu i'' Hegt. Der Durch- 
messer 12 und der dazu konjugierte Halbmesser )»3' bestimmen im 
elliptische Bild der Sehattenkurve. 

Der Punkt 3' laßt sich auch direkt ohne Umlegung bestimmen Fig. i7" 
(Fig, 177). Der in der vertikalen Ebene e liegende Halbkreis K kann 
sehr leicht axonometrisch dargestellt werden; sein BiM ist eine EUipse, 
welche 34 zu einem Durchmesser und das Bild des vertikalen Badius 
mii (gleich der Exzentrizität des elliptischen Baeisbildes) zum kon- 
jugierten Halbmesser besitzt. Sind aber von einer Ellipse zwei kon- 
jugierte Durchmesser gegeben, so kann man für die durch den End- 
punkt 3 eines dieser Durchmesser gehende Gerade L den Schnitt- 
punkt 3' mit der Ellipse linear bestimmen'): L schneidet 4d in )■; 
die Parallele zu md durch r schneidet Sri in .9 und auf 4s liegt der 
gesuchte Schatteupunkt 3'. 

Die Sehatfeenellipse berührt als Bild eines Hauptkreises den 
Konturkreis der Kugel und zwar sind die Berührungspunkte die 
Scheitel der großen Achse; diese ist parallel zur Bildspur der den 
Schatten enthaltenden Ebene & und fällt mit der Bildspur a^ zu- 
sammen, wenn man die Bildebene durch den Kugelmittelpunkt legt. 
Einen Punkt von e'' erhält man als Bilddurchstoßpunkt einer in a 
liegenden Geraden. Als solche kann man die zu Hi3" parallele Tan- 
gente T des Punktes 2 wählen; die Tangente T liegt in der Tangen- 

1) Vergl. die BeBtiminung des Selbstschattpiis der Kugel pag, 130,3). 
2} Vergl. ?ig. 102». 
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tialebene t von 2, welche auf dem Radius m2 normal Bteht; daher 
ist ihre Grundrißspur z'' die Basist angeiite des Punktes 2, und ihre 
Bildspur z* ist Bum Bilde m2 des Radius noi-mal'-); t'' und t' toefPen 
sich in der mit der großen Achse der Basiaellipse zusammenfalleiideii 
Grundrißspur der Bildebene. Der Schnitt & von T mit t* ist der ge- 
suchte Bilddixrchatoßpunkt b der Tangente T und gibt mit m verbun- 
den die Bildspur e'', in welcher die große Achse dea Bildes der 
Schattenkurve liegt. 

', Da es von Wichtigkeit ist, für das elliptische Bild eiues Kreises 

die große Achse zu kennen, so sei für die Beatimranng von o'' noch 
ein anderer Weg augegeben: Die vertikale, zum Lichtstrahle pai-allele 
Ebene s steht auf der Ebene 6 der Schattenkurve normal und sehneidet 
sie in der Geraden S^smS'. Denkt man sich den in e liegenden 
Hauptkreia, welcher die Punkte 3rf3" enthält, in wahrer Gestalt ge- 
zeichnet (Fig 178\ 178') und zieht man zu S durch m eine Nor- 
male N, so sind die Dreiecke ImS und nmB" kongruent, daher ist 
31 = i n, dies kinn. zui Konstruktion der Geraden N, welche auf H 
und daher auch luf ö noimal steht benützt werden 

s Ivonstiuiert man (Fig 179) wie fiiiher den 'ichitten ■" dea 

Punktes 3 und ti^t die Strecke 3i (zwischen i und dem vertikalen 
Kugeliadius) von i aus m entgegengesetzt ei Richtung bis n auf, so 
ist mti das Bild N emei Geraden N welche auf U noimal steht; 
dann iit e zum Bilde N^mn noimal. Aus dei gießen Halbachse 
ml und einem dei gegebenen Schattenpunkte 1, 2, 3' läßt sich die 
klein«- Halbachse mll eimitteln. 

3 Auch ohne Benutzung des Schattenpunktes 3' kann &' bestimmt 

werden. Fällt man in Fig. 178"''' von m die Normale mp auf L, so 
ist pn = pl.^) Wenn man daher in der axonometri sehen Darstellung 
auf das Bild L des durch 3 gehenden Lichtstrahles von m die asono- 
metrisch Normale mp fällt und die Strecke pl (zwischen p und dem 
vertikalen Kugelradius) von p aus nach der anderen Seite aufträgt, so 
erhält man einen Punkt n des Bildes N, und e" ist zu JV" normal. 
Aus der in &' liegenden großen Halbachse ml und dem Punkte 1 des 
Schattenbildes läßt sich dessen kleine Halbachse mll ermitteln. — 
In Fig. 180 wurde die axonometrisch Normale zu L durch m mit 
Hilfe des axonometrischen Höhenschnittes h im. Dreiecke m3r be- 
stimmt, welches zu Seiten die Bilder des horizontalen Halbmessers 
?w3 und des Lichtstrahles, sowie die Parallele zu 4d duich m besitzt 

1) t' ist die Polare des Punktes 2 bezflghcli Je^ Kouturltre ses dei Kugtl 

2) Bbenao ist S'p^pS d h der Liclitatrahl lüid die Selbstschattenebene 
werden harmoiiiach getrennt durch die Basisebene und die Ebene dei Schlig 
sthattens; dies kann am direkten Beatimmnng der Tangente an die "^rfilit, 
Bchattenkurve im Punkte 2 verwendet wirden, analog wie beim Zjlindei 
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Soll der Schatten der Halbkugel auf eine beliebige Ebene be- 
stimmt werden, ao sucht man den Schatten der Kugel und den 
Schatten des Basiskreises; die beiden Schattenkurven müssen sieh in 
zwei Punkten berühren und zwar in den Schatten der Durchmesser- 
endpunkte 1 und 2. 

Obige Sehattenkonstruktion wurde in Fig. 181 verwendet zur Fig. lei 
Bestimmung des Schattens ins Innere einer vertilialen Nisdie, d. i. einer 
Fläche, welche sich aus einem halben Rotatioiiszylinder und einer 
diesen oben abschließenden Viertelkugel zusammensetzt. 

Was die axonometrische Darstellung der Nische betrifft, so 
wurden zuerst die horizontalen Basiskreise des Zylinders dargestellt; 
als Halbierungsebene des Zylinders wurde die Aufrißebene angenom-' 
men welche das Eild des oberen Bisiskreises in a und h trifft; die 
Exzentrizität dieser EU p'^e gibt die Lange des vertikalen Kugeldureh- 
messers md so daß dei in der Äufnßehene liegende Kugelkreii durch 
das konjugierte Halbmesserpaar ma und md axonometrisch gegeben 
ist die kleine Äihst seines Bildes liegt in Z. — 

Zuerst wild der Schatten ms Innere der Kugelflaehe ermittelt, 
wobei man sich die Viertelkugel zu emer Halbkugel mit zur Aufriß- 
ebene paiallelei Basisebene ergänzt denkt. Die im Basiikreise lie- 
genden Punkte 1 2 der Selbstsehattengrenze sind die Endpunkte des 
zu L konjugieiten Pui ehmesBers weil L" die orthogonale Projektion 
de« Lichietrahlea auf die Basisebene bedeutet; der Endpunkt 3 des 
7u L parallelen Basiidui ehmessers hat zum Schatten auf ihe Halb- 
kugel den Punkt 3' welohei durch ümlegung dei Ebene s ^ LL", 
■malog wie in Fig 17b beRtimmt wuide (t* ist normal 7u ml) Die 
Strecken ml und mS' sind konjugierte Halbme-,ser des Bildes der 
Schatten kurve. Von diesem kommt nur der bis zum horizontalen 
Hauptkreise reicheiide Teil 1/i in Betracht. Der Punkt /; liegt auf 
der (Jrundrißspur ö'' der Ebene der Schattenkurve. 

Zur Bestimmung von ö* braucht man nur den horizontalen Spur- 
punkt einer in ö. liegenden Geraden zu konstruieren: Dazu kann die 
zu m3' parallele Tangente 2\ des Punktes 1 verwendet werden; ihr 
horizontaler Spürpunkt \ liegt in der zu Y parallelen Spur ii* der 
Tangentialebene r^ an die Kuget im Punkte 1; — oder man kann den 
horizontalen Spurpunkt h^ der Geraden 13' verwenäen, welcher durch 
den Grundriß dieser Geraden ausgeschnitten wird; l' hegt in X und 
3'' in L' {L' und L schneiden sich in Y); — oder man kann den 
horizontalen Spurpimkt /ig der zu ml parallelen Tangente T^ des 
Punktes 3' verwenden; ihr &mndrifl T^ ist zu K parallel. ■ — Einer 
der Punkte /ij, h^, h^ gibt mit w verbunden die Grundrißspur a*, und 
diese schneidet den horizontalen Hauptkreis im gesuchten Punkte Ä. 

In h schließt sich tangentiell der Schatten des vertikalen Basis- 
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kreises auf deii Zyliudei aji, welctei jiunktwpiee bctimmt wiid, nden 
man durch dif betreffpnd n Lichtstiahlen vertikdt Hilfsebenen legt 
Die Konstiuktion wmde füi die Punkte 3 und « anagpfufait — In a 
schbeßt sicli dei "schitteu dei Zjlmdeiei zeugenden aa,, taiigentiell an 
Daß he diei Teile l/( ha , a o^" i«s welchen sich dei Schatten 
zu^sammensetzt tangentiell memondei nheagehea folgt daraus, daß 
im Punkte 7 die Kugel und dn Zjhndei dieselbe Tangentialebene 
besitzen diese also Fon dei 1 in^eiitialebeue des durch den Basiskreis 
gehenden Lichtzylindere m deiselhen (reradeu, d i dei Tangente des 
Punktes /( an die bLhattenkurve geschnitten wud — und daß die 
Lichtebene durch die Zylindererzeugende aa^ gleichzeitig Tangential 
ebene an den duich den Basiskieis i,ehenden Lichtz^hnder Ima'^ 
aa' ist 

Aufgaben Tm fme Hübkugel leien Baaisebene poiallel 7u HiM 
ebene ist soll döi bchatten ms Innere k instruiert werden 

Eine Halbkugel mit beliebiger Basisebene iit wonometiiscli dnzu 
stellen und die feehattenkonstruktion auszutubien 

FUi einen vertikalen Halbzylmder welcher unten duich eiäe Vieitel 
kugel abgeschlossen ist soll dei ''t.hatten ms Inneie bestmimt weiden 

Fui ■■men horizontalen Halbzyliuder weither duich zwei Viertel 
kugeln abge'ichlossen ist, '■oll der Schatten m'i Innere konsttuieit werden 

Dei vicite Dder achte Teil einer Kugeloberfiache i'it atotiometiis h 
darzustellen und daiin die '^i.battenk Instruktion auszuführen 



XV. Rotationsfläclien. 

Wenn eine Kurve C um eine Gerade Ä rotiert, d. h. sich so 
bewegt, daß jeder Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Ebene auf A 
normal steht, und dessen Mittelpunkt in Ä liegt, so beschreibt die 
gegebene Kurve C eine FEche, welche Eotaüomfläcke genannt wird. 
Die Gerade Ä heißt Botationsachse; die durch die einzelnen Kurven- 
punkte beschriebenen Kreise, welche aus der Mäche durch die zu A 
normalen. Ebenen ausgeschnitten werden, heißen Parailelkreise. Die, 
durch A gehenden Ebenen werden Meridianebemn genannt; sie schnei- 
den die Fläche in kongnienten Kurven, den MmdianJeurven oder .hvrsi- 
weg Meridianm. Für alle Meridiane ist die Rotationsachse A eine 
Syinmetrieachse. Jeder Meridian erzeugt durch Rotation um A .die 
gegebene Fläche, so daß die gegebene beliebige Kiorve C stets 
durch einen Meridian ersetzt werden kann; im folgenden wird eine 
Rotationsfläche immer durch die Achse A und einen Meridian als 
gegeben vorausgesetzt. 
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Die Taugentiiil ebene eines beliebigen Punlctee p der Fläche ent- 
hält alle Tangenten, welche man an die durch p gehenden, auf der 
Fläche liegenden Kurven in p ziehen kann, also auch die Tangenten 
an den durch p gehenden Meridian und Pai-aUelkreis und ist durch 
diese hestimmt. Sie ist normal zu der durch p gehenden Meiidian- 
ehene und zu dem Eadius jenes Kreises, welcher den Meridian in p 
und dem zu p symmetrischen Punkte berühi-t. 

Die Tangentialebene eines Punktes p schneidet die Fläche im 
allgemeinen in einer Kurve, für welche p ein Doppelpunkt ist. Dieser 
ist ein isoUerter Punkt, Knotenpunkt oder Rüekfcehi-punkt, je nach- 
dem der Meridian in p zur Achse konkav oder konvex ist oder einen 
Wendepunkt hesitzt. 

Legt man an einen IMeridian in irgend einem Punkte j) die Tan- 
gente, so schneidet diese die Rotationsachse A und wird daher bei 
der Rotation um Ä einen Kegel beschi-eiben, dessen Scheitel in Ä 
liegt und dessen sämtliche Erzeugenden die Rotationsfläche in Punkten 
jenes Parallelkreiaes berühren, welcher durch Rotation von p erzeugt 
wird. Für edle Punlite dieses Parallel/creises sind dk Ta/ngentialebenen 
des Kegels und dei- RotaUonsflääie identisch. — Ist die Tangente zu A 
parallel, so ttbei^eht die Rotationskegelfläche in einen Rotations- 
zy linder. 

Zeichnet man in einer Meridianebene einen Kreis, dessen Mittel- 
punkt in A liegt, und welcher den Meridian im Punkte p (und dem 
zu p symmetrischen Punkte) berührt, so beschreibt dieser Kreis bei 
der Rotation um A eine Kugel, deren in den Meridianebenen hegenden 
Hauptkreise die Rotationsfläche in den Punkten jenes Parallelkreiaes 
berühren, welcher durch Rotation des Punktes p entsteht. Für alle 
Pulste dieses Parailelkreises sind die Tangerttialebenen an die Kugel 
and die Rotationsfläche itlentisfh. Man kann daher die Tangentialebene 
eines Punktes der Rotationsfläche auch bestimmen als Ebene, normal 
zum Radius jener Kuge], welche die Fläche längs des durch }) gehenden 
Paralleliireises berührt. 

Die Tangenten in den Punkten eines Meridianes an die zuge- 
hörigen Parallelki-eise stehen auf der Meridianebene normal, sind 
daher parallel und bestimmen eine Zylinderfläche, deren Basiskurve 
der Meridian ist und deren Erzeugenden die Rotationsfläche in den 
Punkten dieses Meridianes berühren. Für jeden Punkt dieses Mei'i- 
dianes sind die Tangeniialehene)i a}i die ZyUnderfliicIie und die Eota- 
tio)is fläche identisdi. 

Soll eine Rotationsfläche axononietrisch dargestellt werden, so 
hat man parallel zu den Projektionssti"ahlen an die Fläche den be- 
rührenden Zylinder zu legen. Der Oi-t der Berährungspunlcte ist der 
wirklicJie Umriß der Fliiclte; der Schnitt des berührenden Projektions- 
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Zylinders mit der Bildebene, das ist also das as onometrische Bild des 
wirklichen Umrisses, bildet den scheMarm ümnß oder Konktr der 
Fläche. 

Jede Kwve der Flä(0ie, tveldie den wirklichen Uinriß in p^ sehneidet, 
hat sum Bilde eine Kurve, weldie den scheinbaren Umriß m p berühri; 
denn die Kurventangente Ton p^ 'iegt in der zu den Projektions- 
strahlen parallelen Tangentialebene und ihre Projektion fällt daher 
mit der Tai^ente in j> au die Konturkurve der Fläche zueammen. — 
Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Tangente des Punktes p^ an 
die Kurve parallel zur Richtung der Projektionsstrahlen ist, weil dann 
die Projektion der Tangente ein Punkt ist und der frühere Sehliiß 
nicht mehr fichtig bleibt. 

Wenn die Rotationsachse zur Bildebene parallel ist, so sind in 
allen Punkten des aur Bildebene parallelen Meridianes die Tangenten 
an die Parailelkreise parallel zur Richtung der Projektionsstrahlen; 
der wirkliche Umriß ist daher dieser Meridian und sein Biid, d. i. der 
scheinbare Umriß, ist mit diesem Meridiane kongruent. 

Hat die Achse eine beliebige Lage, so muß der wirkliehe Umriß 
punktweise konstruiert werden als der geometrische Ort aller Punkte, 
deren Tangentialebenen zum Projektion sstrahle parallel sind. Da dies 
nur ein besonderer Fall der Bestimmung der Selbstschattengrenze ist, 
80 soll diese Aufgabe vorerst für Pai'allelbeleuchtung in orthogonaler 
Projektion besprochen werden. 

Bestimmung des Sclbstsehattens in orthogonaler Projektion. 

Die Selbetsohattengrenze ist die Berahrungskurve des die Fläche 
berührenden Lichtzyhnders; sie ist symmetrisch zu jener Meridian- 
ebene, welche zum Liehtstrahle parallel ist. Für die Punkte, welche 
die Selbstschättengienze mit diener bymnietne ebene ^ememiam hat 
sind ihre Tangenten normal zur Symmetiieebene Bei 1er Konstruk 
tion einzelner Punkte dei Sclbstsehattengrenze wird dei folgende Satz 
verwendet; 

Wenn steh gwet Flachen längs einer Kurve C b&^hten so sind 
die . in C liegenden Fun] te der ^dbstsrhattengremen be^äer Flachen 
identisch. Dies folgt daraus daß die Tangei twlel enen der Punkte 
von C für beide Flachen identisch smd wenn Uhei em Punkt vm ( 
der Selbstschatte igienze einer Flache angehört also seine tangential 
ebene zum LicWstiahie pir'illel ist &i muß er auch in der "Selbst 
schattengrenze der anderen Hache hegen 

Sollen ■ nun füi die Rotationsflache einzelne Punkte der beibat 
schattengrenze gefunden werden so lestimmt min fir eme langn emes 
Parallelkreisee bei uhi ende Ki:^el oder Kegelfliche oier für einen 
lüngs eines Meiidianes ierührenden 7vlinlei die Selbstschattengienze 
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und erhält so die in dieaem Parallelkreise i-eep. Meridiane liegeudeu 
Punkte der Selbstechattengrenze der gegebenen Fläche. Die verschie- 
denen Fälle seien kui-z in orthogonaler Pi-ojektion erörtert, wobei die 
Rotationsachse Tertikal angenommen wird und die Rotationsfläche 
durch den zur Anfi-ißebene parallelen Hauptmeridian gegeben ist. 

1. Die Kugel als Hilfsfläohe. 
Da man nur diejenigen Punkte der Selbstseh attengrenze iS' der 
Kugel Bucht, welche in dem Berührungskreiee K mit der Fläche liegen, 
so wird man nicht die ganze Selbstschattengrenze konstruieren und 
ihren Schnitt mit dem Parallelkreise K bestimmen, sondern wiit! 
trachten, die in K liegenden Punkte direkt zu finden. 

Dreht man (Fig. 182^) den Lichtsti-ahl und den Selbstschatten- Fiy 
kreis S um die Rotationsachse, bis der Lichtstrahl zur Aufrißebene 
parallel ist, so ist der Aufriß des SelbBtsehattenkreises der Kugel eine 
zu (i) normale Gerade (S)" durch m". Die Schnittpunkte {1){2) 
mit K liegen dann in einer zur Aufrißebene normalen Sehne (ff), 
welche zur Projektion den Schnittpunkt (*■)" von K" und (8)" hat; 
o"(s)" ist die Entfernung der Sehne G vom Mittelpunkte o des 
Parallelki-eises K. Dreht man S und G in die Anfangslage zurück, so 
erhält man G' als Normale zu L im Abstände j (:>) von o und i n 
Schnitte von G' und K die Grundusae dei gesuchten Punkte 1 und 2. 

Den Grundriß G' kann unn auch duekt als bchnitt der Ebene 6 l^'i^' 
der Selbstschattengrenze mit dei Paiallelkreisebene finden Denkt min 
(Fig. 182'') die Aufrißebene duich den Kngelmittelpunkt gelegt &ü 
geht <f durch m" normal zu L und ö ist zu T nmmal nun -iiclt 
man den Schnitt G von ö mit dei Ebene von A und erhalt in G' 
die Grundriese der Punkte 1 und 2 

Die Konstruktion vereiutacht sich n(ch wenn mm le Giund- t'iy 
rißebene mit der Ebene von Ä zubimmentaUen laßt (Fig ls2 ) Die 
in dem Parallelkreise Ä des Meiidianpunktes p liegenden Punkte 1 2 
-der Selbstschattengrenze dei Rotationsfläche werden dinn in fol- 
gender Weise erhalten In p leht man he NonnaU m) Meriäiam- 

■huroe bis mtm Sdinitk m mit dei EofafionttaeJise die Normane e° zu L" 
durch m" schneiäei mrm mit K in v äte Normale 3 sU L durch o 

'hingt man mit der Umleguny K des Fa/ralMlreises zum Sehnüt imd 
erhält die ümlegtmgen det gesuüiten Punkte 1 und 2 (Den Kontui- 
kreis der Berühningskugel braucht man nicht zu zeichnen) Diese 
einfache Bestimmung kommt fast ausschließlich zur Anwendung wenn 
man nur den Aufriß der Selbsteehattengienze 'sucht 

Ist L zur Aufrißebene pantlel so hegt dei belbstseh itteukreis 
für jede Hilfekugel in emer zur Aufrißebene nonnalen Ebene dnher 

/liefert der Schnitt von K mit de-t zu L noimakn Geraden duieh m die 

:Sich dccl'&ndenr Aufrisse der in K hegenden Pmkfe de) SeübsfhcJiaUenr/] eii'e. 
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In diesem Falle ist die Hauptmeridianebene die Synimetrieebene des 
Selbstscliatteiia ; für die in ibr liegenden Punkte der Selbetschatten- 
grenze sind die Tangenten normal zur Aufrißebene, also projizierende 
Gterade. Daher wird der Aufriß des Selbstsohattens in diesem Falle den 
zum Hanptmeridian kongruenten scheinbaren Umriß dpr Fläche nicht 
berithren, Mondem schneiden. 



2. Der Kegel als Hilfsfläche. 
Die Selbstschattengrenze des Kegels, welcher die Rotationsfläche 
längs des Parallelkreises K berührt, wird gefunden, indem man 
durch den Scheitel s den Lichtstrahl zieht, mit der ParaUelkreie ebene 
in Sp zum Schnitt bringt und aus s^ die Tangenten an K legt. Die 
Berührungspunkte 1 und 2 gehören der Selbstschattengrenze des 
Kegels au und liegen im Parallelkreise K; daher sind sie auch die 
gesuchten Punkte der Selbstschattengrenze der Rotationsfläche. 

" Diese Konstruktion läßt sich auch ausführen, wenn der Scheitel n 

des Berührnngskegels außerhalb der Zeichenfläche liegt. Zieht man 
(Fig. 183*) durch den im Meridiane liegenden Punkt p des Parallel- 
kreises K die Normale auf L" und bringt sie mit der Rotationsachse 
in a zum Schnitt, so ist s^" der Höhenschnitt des Dreieckes s"ap-^ 
man kann also Sq" finden, wenn s" nicht zugänghch ist: Man zieht 
die zu L" normale Gerade pa und durch a die Normale zu T\ diese 
schneidet K" in Sq". 

i" Liegt auch Kq außerhalb der Zeicheufläche, so kann man trotz- 

dem den Hilfskegel benützen, indem man berücksichtigt, daß für alle 
parallelen Kegel mit den Scheiteln in A die Selbstschattener zeugenden 
parallel sind und daher identische Grundrisse haben. Statt für den 
in K berührenden Kegel wird daher die Konstruktion des Selbst- 
sohattens für einen dazu parallelen Kegel mit dem Scheitel s^ aus- 
geführt (Fig. 183''); man erhält im Grundrisse die Geraden s^t^ und 
Si'4; diese sind gleichzeitig die Grundrisse des Selbstsehattens für den 
ursprünglichen Kegel und schneiden K' in den Grundrissen der ge- 
suchten Punkte 1 und 2. Wird diese Hilfskonstruktion für mehrere 
Parallelkreise ausgeführt, so können Konetruktionslinien erspart wer- 
den, wenn man den Scheitel Sj und die Basisebene des parallelen 
Kegels festhält; dann bleibt auch s,, fest, und die Punktepaare t^, t^ 
liegen auf dem Kreise über s^'s^'- — 

Ist die Tangente in einem Punkte des Meridianes zur Rotations- 
achse parallel, so übergeht der Berührungskegel in einen Rotations- 
zylinder. Da für die zu solchen Punkten gehörigen Parallelkreise die 
Radien bezüglich der benachbarten Parallelki'eise ein Maximum oder 
Minimum sind, werden sie größte resp, kleinste ParaUelkreise genannt. 
Die in ihnen liegenden Punkte der Selbstschattengrenze haben zu 
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(iriiinlris=!eQ die Berührungspunkte der zu U parallelen TaogGnten, 
also die Endpunkte des zn h normalen Durcinnessers 'von IC. 

Fat den, zm Aufrißebene parallden Licktstrakl liegen die zu- 
sammenfeUenden Aufrisse der m Pinem größten oder kleinsten Pai-allel- 
kreise keifenden Selbatschattenpunkte m A". 

o Dei Zylinder als Hüfsflaohe. 
Fn einen Idugs emes Mendianes 31 beiuktenden Zylinder be- 
i-tpht die Selb&tsehittei p,rei ze aus jenen Erzeugenden, für welche die 
Tangentialebenen zum Lithtetriihle parallel sind betrachtet man den 
Meiidian M als Basiskurve ■io sind diese Tangentialebenen zur Basis- 
ebene normal und ihie Bamssparen (welche 31 beriihi-en) sind parallel 
im oithogonalen Projektion des Lichtstrahles auf ' die Basisebene. 
Dahei ethait man che Punlie der Selb'^chaftettgrewie in einem 3leri- 
dmrte nenn man den I/iehHrabl auf die M&idiwnebene orihogtmal 
profietert und die Bervh ttn^sptmkle der tu diesei FrojekHon •parallden 
Tangenten des Meridto/nes swM Es seien nui die beiden wichtigsten 
Ealle hervoigehoben 

a) Fui die zur Aufiißebeue parallele Ebene de-, Rauptniei-idianfis M i'ig : 
ist die orthogonale Pnjektion des Lichtstrahles parallel zu L". Da 

der Aufriß Ton 31 mit der E.ontiirkiirve der Fläche identisch ist, so 
legt man (Pig 1^4) an diese die zu L" parallelen Tangenten; in ihren 
Berührungspunkten muß dei Aufriß der Selbstechattenkurve den Kontur 
der Fläche berühren Bte Konüirpunkte der Selhstschattmgrenze smd 
deäier im Aufrisse dte SeruhrungspunJde der um, L" pdroUelen Ta,nge»,ten 
an die Konturkurve 

b) Für' die Meridianeberie >l, welcite sum LicMstrahie parallel ist, Fig. ! 
fällt die orthogonale Projektion des Lichtstrahles mit diesem zu- 
Bammen. An den in X liegenden Meridian werden die zum Licht- 
strahle L parallelen Tangenten am einfachsten bestimmt, indem man 

die Meridianebene mit dem Lichtstrahle durch Drehung um die Ho- 
tationsachae A in die zur Aufrißebene paralie Lage bringt. Der ge- 
drehte Meridian fällt mit dem Hauptmeridiane zusammen; an diesen 
legt man ku (Z) die parallelen Tangenten und dreht die Berührungs- 
punkte in die Ebene X zurück. Dies kann ohne Benützung des Grund- 
risses ausgeführt werden, wenn man (Fig. 184). von den in A liegenden 
Tangenten den Aufriß bestimmt: man bringt die zu (L) parallele 
Tangente an die Konturkurve mit A" zum Schnitt und zieht durch 
den Schnittpunkt die Parallele zu L": — Da die betrachtete, zu L 
parallele Meridiauebene X die Synimetrieebene der Selbstschattenkurve 
ist, sind für die in ihr liegenden Punkte die Kurventangenfen normal 
zu A, also horizontal und daher auch die Aufrißprojektionen ■■ dieser 
Tangenten horizontal. Mäh nennt diese widitigen Punkte deiv Selbst- 
schattenkuiTe ihre' hSchstenffis^. tiefsten Punicte. Die ParalMJcreise, 
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in weldtm sie liegen, uiid deren Aufrißpi-ojektiormn mit den horizontalen 
Tangenten des Aufrisses der Selbstschattenkmiie sitsammenfaUen, gehen 
also durch die BeriOirungspunkte der zu {L) pm-dUehn Tangenten an 
den Konktr der Fläche. 

Für einen mir Aufrißebene paraUelen Licidstrahl fallen im Auf- 
risse die höchsten und tiefsten Punkte mit den Koaturpunkten zn- 
sammen. Es geht aber dann die Eigenaebaft dieser Punkte, daß sie 
horizontale Tangenten besitzen, in der Projektion verloren, weil eine 
solche Tangente zur Projektion einen Punkt besitzt. Aus demselben 
Grunde findet in diesen Konturp unkten keine Berührung zwischen 
der Selbstschattengrenze und der Konturkurve statt. Es sei also be- 
tont, daß in dem besonderen Falle, wenn der LiddstraJd zur Aufriß- 
ätene parallel ist, der Aufriß der Seß}stsdt(dtenktvrve dm . Kontur der 
Fläche sdinSdet wnd die Tangenten in den Schnittpunkten im, allge- 
mmten nicht horizontal sind. 

Die besprochenen drei Hilfsflächen ennöglichen die Bestimmung 
beliebig vieler Punkte der Selbstschattengrenze in orthogonaler Pro- 
jektion. Es empfiehlt sich zuerst jene Punkte zu konstruieren, welche 
im Koniur und den größten oder Md'tisten ParaMelhreisen liegen, sowie 
die höchsten und tiefsten Tunkte. Letztere zeigen, zwischen welchen 
Parallelkreisen alle Punkte der Selbstechattenkurve liegen; durch 
günstige Wahl TOn Parallelkreisen kann man die Kurve mit belie- 
biger Genauigkeit bestimmen. 
!5 Die Konstruktion ist für die sehr- häufig vorkommende Miny- 

fUiche (Torus), welche durch Rotation eines Kreises um eine in seiner 
Ebene liegende Achse entsteht, in Fig. 185 durchgeführt. Die Ring- 
flache kann man sich aus zwei Teilen zusammengesetzt denken, welche 
sich längs eines ParaUeUrreises berühren: Der durch Rotation des 
zur Achse konkaven Halbkreises entstehende Teil wird Wulstfläclie, 
der durch Rotation des zur Achse konvexen Halbkreises entstehende 
Teil Eohikehle genannt. Für beide Teile ist die Selbatschattengrenze 
eine geschlossene zum Mittelpunkte der Fläche zentrisch symmetrische 
Kurve. Die Aufrißprojektionen der beiden Kurven sehneiden sieh 
in A"; denn wenn man für jenen Meridian, welcher zui' Bildebene 
normal steht, die Punkte der Selbstschatteugrenze sucht, so muß man 
den Lichtstrahl auf diese Ebene projizieren imd zu dieser Projektion 
die parallelen Tangenten an den Meridian ziehen; die Berührungs- 
punkte dieser Tangenten liegen aber für die Wulstfläche und die 
Hohlkehle in denselben Pai-allelkreisen. — (Der vor dem Hauptmeri- 
diane liegende Teil beider Kurven wurde hervorgehoben.) 

Über den Verlauf einer punktweise konstruierten Selbstschatten- 
kurve können noch folgende besondere Angaben gemacht werden, falls 
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die Meridiankurve keine willkürlich gezogene Lijiie, sonclevii eine 
geometrisch definierte KuiTe ist: 

Wenn die Meridiankurve in einem Punkte p eine Ecke, d. h. eine >'iü. ] 
ünstetigkeit der Tangenten besitzt, so entsteht in dem augehörigen 
Parallelkreise ein Sprung in der Selbstechattengrenze; die beiden 
durch diesen Parallelkreis K getrennten Teile der Fläche werden 
^ngs K von verschiedenen Kegelflächen berührt; daher treffen die 
Selbstechattengi-enzen den Kreis K in verschiedenen Punkten, so daß 
der zwiaehen diesen Punkten liegende Teil von K auch zur Selbst- 
schattengrenze gehört. Man braucht nur an den besonderen Fall 
eines Rotationskegels und Eotationszyliuders mit gemeinsamer Basis- 
kurve zu denken, welche Flächen durch Rotation eines gebrochenen 
Geradenzuges entstehen (Fig. 186*). 

Wenn die Meridiankurve in einem Punkte p zwar keine Ecke, I-'ig- : 
aber eine UnsteUglceit der Knitmymng besitzt (wie dies z. B. bei einem 
Wendepunkte der Fall ist, oder wenn der Meridian aus zwei sich 
in p berührenden Kreisen mit versehiedenem Radius besteht), so tritt 
in dem zugehörigen Parallelkreise K eine Ecke der Selbatschatten- 
kurve auf. Für die beiden sieh in K berührenden Teile der Fläche 
. treffen zwai' 'die Selbstschattengreuzen den Kreis K in denselben 
Punkten, besitsien aber in ihnen verschiedene Taugenten. Man braucht 
nur an einen ßotationszylinder und eine diesen in einem Parallel- 
kreise K berührende Halbkugel zu denken, welche Fläche durch Ro- 
tation einer zur Rotationsachse parallelen Geraden und eines diese 
berührenden Kreisquadranten entsteht; der Selbstschattenkreis der 
Kugel und die Selbstschattenerzeugende des Zylinders schneiden sieh 
in dem Paralleikreise K (Fig. 186"). 

Axunoinetrische Daretelliing der Jtotutionsttäfcheii. 

Der wahre und scheinbare Umriß einer Rotationsfläche ist die 
Berührungeknrve und Bildspur eines die Fläche einhüllenden Zylinders, 
dessen Erzeugenden parallel zur Projektionsrichtung sind. Hat die 
Rotationsachse eine allgemeine Lage, so handelt es sich um die Be- 
stimmung des Selbstschattens und Schlagschattens der Fläche für 
Lichtstrahlen, welche zu den Projekfcionsstrahlen parallel sind. 

Da die F^he gewöhnlich durch die wahre Gestalt der Meridiaii- 
kurve gegeben ist, so denkt man sieh die bildflächprojizierende Ebene * 
der Rotationsachse in die Bildebene umgelegt und zeichnet die Um- 
legung des in f liegenden Meridianes und ebenso die Umlegung des 
Projektions Strahles, welche normal zum Bilde der Rotationsachse ist. 
Faßt man diese Uralegui^ als orthogonalen Aufriß P,, auf und 
bestimmt, wie früher erörtert wurde, für den zur Aufrißebene i 
parallelen Lichtstrahl P die Selbstechattengrenze im Aufi'iß, so igt 
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(lies die orthogdQale Projektion Co des wahren Umrisses C^ auf tlie 
Ebene £. 
7 Diese Konstruktion wurde in Fig. 187 für den besonderen Fiill 

ausgeführt, daß die Botationsacbae mit der 2-Acli8e zusammenfällt: 
Die Umlegung P,, des Projektionsstrahles ist dann normal zum Bilde Z, 
also horizontal. Die Projektion des waki-en Umrisses auf f zeigt im 
ParaUeUn-eise K^ einen Sprung von % nach 1)^, weil der Meridian im 
zugehörigen Punkte eine Ecke besitzt; im Parallelkreise K^ tritt eine 
Ecke i/q der Kurve C^^ auf, weil der zugehörige Punkt des Meridianen 
ein Wendepunkt ist. Für die größten und kleinsten parallelkreise 
liegen die Punkte c„ und e^ von ü^ in der Umlegnng der Rotations- 
achse. Die Projektion C^ besteht aus dem Kurvenzuge /*ij «0^0*^0 '^^o/o- 

Soll nun der sdieinbare Umriß auf der Bildebene bestimmt wei-den, 
so muß das asonometrische Bild der zu e symmetrischen Kurve C 
gesucht weiden e« wird zur Bildspur von e d 1 7um Bilde Z der 
Rotations ich =«e symmetnsch sein Für emen Punkt <?,. ^on t,. ist die 
Tangentialebene der Rotationsflache und dei längs des Parallelkreises K 
von d beiuhrenden Kegel und Kugelflacbe identisch und parallel zum 
Projektiotisstrahle, dahet müssen stdi im astonowetrtscht-n Bilde von d^ 
die Kontuikiiue der Flache det Kontuthms der Kuqel und die Kontur 
ersetzende des K^äb henikren ^aji bestimmt aus m^ das Bild m 
des Mittelpunktes für die Berühi ungskngel nnd zeichnet ihren Kontur 
kreis K mit dem wahren Kngehadius m^d ebensi findet man aus s^ 
das Bild s des Kegelscbeitels und eihalt die Konturei zeugenden T^ T^ 
des Kegel? als die dun h a gehenden Tangenten an den Konturkreis K 
ihre Beruhiungspunkte d^ d^ gehören dei j,esuchten Kontui kurvt, dei 
Fläche ein und hesit/en in ihnen 7u Tangenten die Greraden J^ f^ 
(Fig IfeTi 

Liegt h außerhalb dei Zeichenflacbe so lassen Mcb die Punkte 1/, 
und tij von K doch leuht angeben weil ihre ^ etbtndunffslmu noimal 
SU Ä ibt imä daieh d^ geht denn die betreffenden Punkte der Selbst 
achattenkni ve < ^ hegen m einer zum Bilde Z normalen Ebene, deren 
Bildspuj duich d^ geht — Auch wenn » un7uganglich let also A 
nicht gezeithnet weiden kann, lissen sich die Punkte rfj und rf, be- 
stimmen; denn die Strecke d^d^ ist im Räume normal zu b, daher 
zur Bildebene parallel, also liaben die Süder d^ uttd d^ dieselbe Ent- 
fernung von Z vne die Punkte im Eamne von t; diese Entfernung 
kann aber aus der Umlegung des Parallelkreises K^, auf welchem 
diese Punkte liegen, als d^id,) = d^(d^) ermittelt werden. 

Die Punkte von 0,., welche in £ liegen, das sind die Kontur- 
piinkte von f'o, Uefem Bilder in Z mit horizontalen Tamgenten. — Bie 
Ptmkte in den größten wnd kleinsten Ba/rcdlelkreisen liefern - Bilder, 
deren Tangent&i parallel m, Z sind. 
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Wenn in Cj, Echm äufU-eien, so vers^ivmäen diese im scheinhat'en 
Umrisse, da die Tangentialebene an die Fläche in jedem Punkte des 
wahren Umrisses bildfiäcliprojizierend ist und daher alle Tangenten 
eines solchen Pimktes identische Projektionen besitzen (vei^l. Fig. 187, 
188, 189). 

Ist die Rotation sfläehe durch einen ParaUeltreis begrenzt, so er- 
seheint dieser als eine Ellipse, welche die Konturkurve berührt, falls 
der Parallelkreis den wahren Umriß schneidet (vergl. den Kreis K^ 
in Fig. 187) 

Wenn ein Parallelkreis K^ (Fig. 187) von dem wahren Umrisse 
der beiden m K^ zusammenstoßenden Flächenteile in verschiedenen 
Punkten a und b getroffen wird, so gehört das zwischen a und h 
liegende Stück des ParallelkreiBeB zum wahren Umrisse. Im axonu- 
metrischen Bilde erscheinen dann die symmetrischen Kurven «^6^ und 
«jjöj als Stücke des elliptischen Kreisbildea und jfeheu tangentiell in 
die anderen Teile der Konturkurve über. 



Wmtn für einen Punkt r^ ■ von. Cg eine Tanj/entc TJ, parallel -Mr 
I P(| des Projekti&nsshaMes ist, so muß die Tangente an den 
■wahren Umriß in den betreffenden Flächenpunbten parallel zum Pro- 
jektionsstrahle sein; denn für jeden dieser zu e symmetrischen Punkte 
ist die Tangente der Schnitt der Tangentialebene der Fläche mit der 
zu s normalen Ebene durch 'T^,, also der Schnitt zweier Ebenen, 
welche zum Projektions strahle parallel sind. Die Bilder dieser Flächen- 
tangenten erscheinen als Punkte und die Konturkurve besitzt in den 
Bildern r^ und r^ dieser Punkte je einen EückkpJirpunkt.^) Die Tan- 
genten an die sich in den Bückkehrpunkten rj, r^ berührenden ^Aste 
der Konturkurve können wie früher mit Hilfe eines Kegels bestimmt 
werden, welcher längs des Parallelkreises der Punkte r^, r^ die Fläche 
berührt. Von den beiden in f^ resp. r^ sich berührenden Ästen der 
Konturkurve ist der eine sichtbar, der andere unsichtbar. 

Eine Konturkurve mit Rückkehrpunkten ist in Fig. 188 dar- Fig. 188 
gestellt: Als Begrenzung der Fläche wurde ein Parallelkreis an- 
genommen, welcher vom wahren Umrisse nicht getroffen wird; daher 
berührt auch nicht das elliptische Bild dieses Parallel kreises die Kontur- 
kurve, Bei der Kurve C^ treten Ecken in den Punkten d^, ?)„ und c„ 
auf, weil der Meridian aus Kreisstücken mit verschiedenen Radien 
zusammengesetzt ist und diese in den Meridianpunkten der Parallelkreise 
K^,K^,K^ berührend ineinander übergehen. Die diesen Kurventeilen 
von (7(1 entsprechenden axonometri sehen Bilder geben Stücke der 
Konturkurve, welche sich berührend einander anschließen. 



1) In dem. besonderen Falle, wenn i\, ein Wendepimlii von 6'„ ist, entspriolit 
j der Koatnrkurve kein Rüokkehrpunkt. 
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Litt MiicWhumtt^i laitti auch außretm, ohne daß eine Tangente 
des nahen TJmmses patäUel zum Projehtionssirahle ist, wenn nämlich 
für eine Ecke h^ von C^ die beiden sich in diesem Punkte schnei- 
denden Teile von C,^ auf derselhen Seite der Geraden liegen, welche 
duich &o parallel zu P^ gezogen wiid. Dann geben die beiden diesen 
Teilen als Bildei entspie dien den Htüeke der Konturkurve berührend 
loemindei uhei, d h sie h'iben m ftj und hg dieselben Tangenten; da 
sie abei von diesen Punkten nich derselben Seite verlaufen, entsteht 
ein Ruekkehrpunkt 
Fig, 189 Diesei Palt wurde in Fig 1S<I dargestellt: Die Rotationsaebse 

ibfc eine beliebige Geiade A, der Meridian besteht aus drei Kreis- 
stückeu, welche berührend ineinander übergehen; speziell hat das 
letzte Kreisstüek seinen Mittelpunkt in A. Dementsprechend hat C^ 
die Ecken «„ und 6g, und der letzte Teil ft^fd ist eine Gerade. Die 
in b^ sich schneidenden Kurvenstücke liegen aaf derselben Seite der 
Parallelen zu P^; daher treten bei der Konturkurve in detf entspre- 
chenden Punkten ?*, nnd h.^ Bückkehrpunkte auf; h^tb^ ist ein Kreis. 

Da bei allen Flächen, welche dnrcb Rotation einer zur Achse 
konvexen Kurve entstehen, und die man auch Hohlkehlen zu nennen 
pflegt, in den Konturkurveu Rnckkehrpunkte auftreten können, und 
man sieb mit den dabei entstehenden Formen der Konturkurve ver- 
ti'aut machen soll, so sei auf die wichtigsten Fälle bei einer durch 
Rotation einer halben Ellipse um eine zur Hälbierungsachse paral- 
lele Gerade entstehenden Hohlkehle aufmerksam gemacht. 

Wegen der doppelten Symmetrie der Meridiankurve werden hier 
immer zwei zn Pg pai-allele Tangenten an C^ auftreten, also, wenn 
überhaupt Rückkehrpunkte im Kontor vorhanden sind, zwei zu A 
symmetrische Paare r^^r^ und s^, s^ vorkommen. Es sollen nun die 
beiden Von der Neigung der Rotationsachse zur Bildebene abhängigen 
Fälle, daß die Kurventeile r^r^ und s^s^ keinen Punkt gemeinsam 
haben oder sich schneiden, getrennt behandelt werden. 

Fi^. 191' In Fig. 191* gibt die Kurve r^'hr^s^tSjri den ersten Tppiis der 

bei Hohlkehlen auftretenden Kontm-knrren mit Rflekkehrpunkten. Die 
Fläche wurde hier durch zwei zum Mittelpunkte der F^che symme- 
trische Parallelkreise abgeschlossen, welche den wahren Umriß nicht 
schneiden, deren elliptische Bilder also die Konturkurve nicht be- 
rühren. Daß hier -— Obersicht vorausgesetzt — das Stück r^hr^ 
sichtbar nnd 6\(Sa unsichtbar ist, geht aus der Betrachtung von Cq 
hervor. Bei Untersieht ist es umgekehrt; wie dann das asono- 
metrische Bild der Fläche aussieht, zeigt in diesem, so wie in den 
folgenden Fällen, eine Drehung der Figur um 180". 

Fig. 191" Läßt man (Fig. 191'') die begrenzenden ParaUelkreise näher zu- 

sammenrücken, so daß sie den wabi-en Umriß zwischen h^Tt^ resp. t^Sg 
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sclineiden, etwa in den Punkten, welche zu den Projektionen p^ und q^ 
gehören, so fällt von der KontorkniTc das Stück p^hp^ und ^i^^s 
weg. In den Punkten p^jP^ nndf/j, q^ berühren die elliptischen Bilder 
der Parallelkreiee die KonturkuiTC. 

Läßt man (Fig. 191°) die begrenzenden ParaUelkreise noch näher ]''is i 
rücken, so daß ihre Schnitte mit dem wahren Umrisse innerhalb r^s^ 
liegen, etwa in den Punkten, welche zu den Projektionen a^ und h^ 
gehören, so werden die Teile der KonturkuiTe, welche die Küokkehr- 
punkte enthalten, wegfallen; es bleiben nur noch die Stücke a^h^ und 
a^b^ über, an welche sich die Bilder der ParaUelkreise berlthrend 
anschließen. 

In Fig. 192" gibt die Kurve l\hr2ti^ts^r^^ den sweiten Typus der Fig. i 
bei Hohlkehlen auftretenden Konturkurven mit Rückkehrpnnkten. Bei 
Obersicht wird das Stück rjir^, bei Untersicht das Stück s^ts^ gan/ 
sichtbar sein; von dem anderen jedesmal nur ein Teil. Hier gilt 
wieder, daß eine Drehung der Figur um 180" das Bild bei Untersieht 
zeigt. Zuerst wurde die P^che, wie in Fig. 191", durch zwei Parallel- 
kreise begrenzt, welche den wahren Umriß nicht schneiden. 

In Pig. 192'' wurden die begrenzenden ParaUelkreise näher ge- l'ig. ] 
rückt, 80 daß sie den wahren Umriß zwischen h^ und r^ resp. t,y und s„ 
schneiden, etwa iü den Punkten, welche den Projektionen p^, und q^^ 
entsprechen; dann fallen in der Konturkurve die Stücke pjip^ und 
qitg^ weg. Das elliptische Bild des oberen Parallelkreises K^ be- 
rührt die Konturkurve in p^ und p^- Statt die Fläche durch den 
unteren Parallelkreis K^ zu begrenzen, ist eine längs dieses Kreises K^ 
die Fläche berührende Kugel angefügt, deren Konturkreis die Kontur- 
kurve in gj und g^ berührt. 

In Fig. 192° wm-de der untere ParaUelkreis Ki beibehalten und Fig. l 
im oberen Kreiäe K^ eine die Flache berührende Kugel angefügt, 
deren Konturkreis die Konturkurve in q^ und q^ berührt, 

In beiden ■ Fällen wird der Kreis, in welchem sieh die Hohlkehla 
und die Kugel berühren, im axoho metrischen Bilde nicht erscheinen. 

Aus diesen typischen FäUen lassen sieh die bei der Kontiii'- 
bestimmung von Rotationsflächen auftretenden Bilder zusammensetzen. 

Bei besonderen Rotationsflächen kann sich aus der Natur der 
Meridiankurve eine einfachere Bestimmung der Konturburve ergeben. 
Als Beispiel sei Alf, Ringfläche angeführt. Dieser kann man Kugeln 
einschreiben, welche die Fläche längs eines Meridianki'eises M be- 
rühren. Die in diesem Kreise M liegenden Punkte des wahren Um- 
risses werden von dem zur Bildebene parallelen Hauptkreise der be- 
rührenden Kugel ausgeschnitten, sind also die Endpunkte des mrr 
Bildebene parallelen Drrrchmessers von M. Das Bild dieses Durch- 
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meseers ist mit ihm parallel und gleieli lang, und seine Endpunkte 
gehören dem Kontur der Rii^äche iin. Die Richtung dieses Bildes ist 
parallel zur Bildspur der Meridiimebene; da diese Ebene auf der Tan- 
gente des durch den Kngelmittelpunkt beschriebenen ParalleUcreises K 
normal steht, ist ihre Bildspur normal zum Bilde dieser Tangente. Man 
erhält also Punkte des scheinbaren Umrisses, wenn inan das elliptische 
Bild K^ des Kreises konstruiert, welcher durch den Mittelpunkt des Meri- 
diankreises bei der Rotation beschrieben wird, und in jedem Punkte )«,, 
dieses elliptischen Bildes auf der Ellipsennormalen den Radius li des 
Meridiankreises nach beiden Seiten aufträgt. In den so erhaltenen 
Kontuipunkten x^ imd x^ berührt die Konturkurve der B'lache den 
Kontiirkreis K^ der beti'effenden Kugel mit dem Mittelpunkte «ij.; 
daher sind in diesen Punktepaaren Xi,x^ auch die Tangenten parallel 
zur Ellipsentangente des Punktes ni^. Die beiden so entstehenden 
Konturkurven werden Parallelhirven der Elliq)se im Ahsttmde R ge- 
nannt. 
Diese Bestimmung der Konturkurven wurde in Fig. 190 für den 

besondei-en Fall durchgeführt, daß 1'^ die Rotationsachse ist. Für die 
Hohlkehle wurden die Rückke hrpunkte i\,n und s^Sj wie früher aus 
der Projektion Cg des wahren Umrisses auf die bildflächprojizierende 
Ebene der Achse gefunden.') Da hier Obersieht "vorausgesetzt ist, 
so wird der Teil rjÄJ-j sichtbar sein; bei Untersicht wäre s^is^ sichtbar. 

Sollen bei den Rotatirnsflachen die SflbsMiattetiffi enzen m axono 
metiisthei Projektion konstruiert werden, so lassen '«ch dieie mit 
Benfit/iunp der ixonometiischen Bilder dei in ParaUelkreinen beruh 
renden Kegeln und Kugeln direkt bestimmen In den meisten Fallen 
wird man abei rischer zum Ziele kommen, wenn min die Konstruk 
tion m dei Umleguiig dei Ebene e lustuhrt und die Pui kte in das 
Bild zurückfiihit — - Dies gilt auch von der Bestimmung der an ilen 
Kotationsflathen auftretenden behlagschatten 

Hervorgehoben sei nur nochmals, daß das Bild der belb^ts* hatten 
grenze die Kontnrkurve m ]enen Punkten berührt deren Tangenten 
parallel zum Bilde des Lichtstrahles sind — ■ und daß in den Schnitt- 
punkten einer Schlagschat tenkurve mit der '^elbstschattengren7P die 
Tangente an die Schli^schattenkurve em Lichtstrahl ist 

11 Beinhold Mßlle eiwahnt m seinem I tiWaden tür die Vorles lugea ubei 
darstellende beometne (Brawnsch\ieig 1899 jag 'S!) daß die tlhpae und die 
beiden KonturkurvPu diesell e Liolute alao identi'iche Kr immungsmittelpnnkte 
haben Diese insbPBOndere die Kr imninngsmittelpuulite der Elbpaenseheitel 
kernen mit Vorteil bei der Zen-hnung der Kcnturkurven verwendet werden — 
Auch tie linckkehipunklB weiden dort ilt 1 e auf dpi hv lute liegendei Pinkt« 
der Konturkuive beHtimmt 
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Für ]ene Fla heu welche duich Botation eines Kegelschnittes 
um eine seinei Achsen entstehen und hitafionsf Indien zwnten Grades 
genannt werden vereinfacht sich die Bestimmmig dei belbataehatten- 
grenze und dahei auch des wahren Umiisees wesentlich weil diese 
Kurven ehene bchnitte dei Flache smd Zuerst soll ftti diese wich- 
tige Eigenschaft der Beweis bei den verschiedenen Flachen dieser Art 
erbracht weiden wobei die Rotationsach&e und der Lichtstrahl zur 
Bildebene parallel voians^tsetzt seien dmn ist die Symmetrieebene 
der SelbstsLhatten^Lenze paiillel /nv Bildebene und je zwei syrame- 
trisehe Punkte h^ben zusammenfallende Bildei 

Die duich Rotation einer Ellipse um eine ihrei Achsen ent- V\g. i 
stehende Flache heißt lotatiotiSpUipbOid und zwar eifmmi(} oder afc- 
yeplaüet ]e nachdem die gioße oder kleine EUipsenaj^hse als Rotations- 
achse anftntt Für da« Bild dei Selbstachattengienze erhält mar 
einzelne Punkte, wenn man aus dem Mittelpunkte m emei läilgs des 
Parallelk leises K beruhienden Kugel auf das Bild des Lichtstrahles 
eine Noimale f ^llt und mit dem als Geiade K eischeinen leu Bilde von 
Ä,. schneidet Dei Mittelpunkt e uei 'lolcheu Berühiungskugel läßt 
sich als Mittelpunkt eines die MeridianeUipae beiuhrenden Kreises 
aus' dei gegebenen Beiühiungssehue Ä bestimmen, sobald man von 
der Meridianelhpse die Lige zweiei konjugieiten Diameter Djy kennt. 
Man bringt (Fig l'^3) das Bild Ä. mit dem einen Dutchmesser in rf 
zum Schnitt und zieht durch fl die Noimale 7um konjugieiten Durch- 
messer; diese Normale enthalt len gesuchten Mittelpunkt m.^) Die 
Normale aus m auf das Bild des Lichtstrahles schneidet K in einem 
Punkte s des Selbstschattenbildes Fühlt man diese Konstruktion 
für versehiedene Parallelkieise duich so entstehen ähnliche Dreiecke 
dms, dy^m^s^, , deien Seiten pirallel smd Die entsprechenden 
Ecken m, m^, hegen auf einei GEeiaden duich m^ ebenso die Ecken 
d,d^,-- , daher ist m^ das Ahnlichkoitszentrum aller dieser Dreiecke, 
und die Punkte ■- \, liegen auch luf einer Geraden s durch m^\ 
S ist der zur Richtung L konjugierte Durchmessei , weil er die Be- 
rührungspunkte der zu L parallelen Tangenten dei Meridiaueliipse 
enthält.^) Da h das BiJd der Seihsfsihattemgrmse i'it muß diese ein- 
äimer Schnitt des Ellipaoides sem und zwar geht die Ebene d/arch den 
MiUe^unlt, sieht OMf de* siim Licldstrdhle parallelen Mendianebene 
normal und enthalt den sa L hmjuqieiten Du} chmesiet dieser MeriiKan- 
eUipse. Diese Betrachtniig gilt für dai eiförmige und abgeplattete 
Rotationsellipsoid in gleicher Weise 

1) Vergl pag 82 Fig 112 

2) Es fjlgt auch aua obige Konstruktion 
Bshne K dei Dutciimesaei b md die Normale z 
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i Die durch Rotation einer Hyperbel um die Nebenadiae entstehende 

Fläche heißt einsdtaliges BotaUomhiipei'bohiif. Bei .der Rotation be- 
sehi-eiben die Asymptoten einen Rotationsliegel, dessen Erzengenden 
die einzelnen Meridianhyperbehi im Unendlichen berühren; er heißt 
der Asymptotenlieffd Her Flüctie. — Der Mittelpunkt m der längs eines 
Parallelkreisea K^ die PUiche berühi-enden Kugel kann bestimmt wer- 
den, wenn man die Asymptoten der Meridianbyperbel kennt: Zieht 
man in einem Hyperbel punkte^)' (Fig. 194) die Tangente, so sehneidet 
sie die Asymptoten in zwei zu p symmetrischen Punkten t^ und ig . 
Die Normale in p trifft die RotatioDsachse im Punkte m, welcher 
von tj und ^ gleiche Entfemuugen besitzt; der Kreis mit dem Mittel- 
punkte m dnrch t^ und t^ schneidet die Asymptoten noch in zwei 
Punkten t^', t^', welche zu ^, ^ bezüglich der ßotationsachae symme- 
trisch liegen. Daher ist K parallel zu tj^' ^^^ schneidet die eine 
Asymptote A^ im Halb iei-ungsp unkte d von t^tg', d. h. md ist nonnal 
zur Asymptote A^ . Man erhält also den Funkt m, wenn man K mit 
einer Asypiptote in (/ schneidet und durch d auf diese Asymptote die 
Normale fällt. Die Normale aus m auf das Bild des Lichtstrahles 
schneidet K in einem Punkte s des Selbstschatteiibildes. 

Führt man diese Konsti'uktion iür verschiedene Parallel kreise 
durch, so entstehen ähnliche Dreiecke mds, m^d^s^, • ■ ■ , deren Seiten 
parallel sind. Die entsprechenden Ecken jm, wjj,---- liegen in einer 
Geraden durch m^, ebenso die Ecken d,d-y,---\ daher ist jWq das 
Ähnlichkeitszentmm aller dieser Dreiecke und die Punkte s, s,,'-- 
liegen auf einer Geraden S durch m,,, und zwar ist 8 der zur Rich- 
tung L konjugierte Durchmesser.') Da S das Bild der Selbstsehatten- 
grenze ist, folgt wieder, daß diese ein ebener Schnitt des Hyper- 
boloides ist, dessen Ebene auf der zum Lichtstrahle parallelen Meri- 
dianebene normal steht und den zu L konjugierten Durchmesser dieses 
Meridianes enthält. — Dieselbe Ebene sehneidet aus dem Asjmptoten- 
kegel die Erzeugenden aus, welche dessen Selbstschatten grenze bilden; 
denn wenn man diesen Kegel wie eine Rotationsfläche behandelt und 
för einzelne Parallelkreise die Punkte des Selbstsehattenbildes sucht, 
so erhält man dieselben Punkte, da für jede Parallelkreiaebene der 
Mittelpunkt der Berührungskugel derselbe ist wie beim Hyperboloide. 
Die Selbstsctiattengrenzp eines einscfMligeu Rotaiioitshtfperboloities liegt 



1) Dies folgt daiana, daß für alle Hyperbeln mit denselben Asymptoten 
die konjugierten DurchmeaGerpaare identiacli sind und ebenso für alle dieae 
Hyperbeln (vergl. Fig 195) zu emem Mittelpunkte m eines doppeltberührenden 
KreiBBE dieselbe BerührangSBebne K gebSrt Wenn mau alBO durch m zu einem 
beliebigen DurchmeBBer ,die Normale ziebt nnd sie mit dem koi^ugierten Dnrcb- 
measer aclmeidet, so liegen alle diese Schnittpunkte auf K (wie hei der Ellipse}. 
Auf K scbnpjden oieh iS und die Normale an /, durch m 
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demnach in eiiier Ebene, welcfte diwch die Sdhstschattemrsmgendm des 
Asymptotmkegels hesUiwmi ist.^) 

Die diirch Hotation eiuer Hyperbel vtm die Hauptachse entstehende Fig, iiin 
Fläche heißt sweischaliges BotationskyperhoJoid. Bei der Rotation be- 
schreibea die Asymptoten einen Rotationsliegel, welcher Äsymptoten- 
Icegel det- Flaclie genannt wird. ^ Zieht man (Fig. 195) in dem 
Meridianpunkte p des Parallelkreises Ä,. die Hyperbeltangente, so 
schneidet sie die Asymptoten in zwei z« p symmetrischen Punkten /, 
und ig. Die Normale in p trifft die Rotati oneacliae im Punkte m, 
dessen Entfernungen von t^ und 4 gleich sind. Der Kreis mit dem 
Mittelpunkte m durch (^ , ^ schneidet die Asymptoten noch in den 
Punkten ^' und i^, so daß K durch die Halb iemngsp unkte d, d' der 
Strecken \t^ und t^t^ geht, d. h. md und md' sind normal zu den 
Asymptoten. Man erhält also wieder den Punkt m, wenn man K mit 
einer Asymptote in d schneidet und in d auf diese Asymptote die 
Normale emchtet. Der Punkt m ist gleichzeitig der Mittelpunkt 
jener Kugel, welche dem Asymptotenkegel längs des Parallelkreises 
eingeschrieben ist, dessen Projektion mit K zusammenfällt. — Die 
Normale aus m auf das Büd des Lichtstrahles schneidet K in einem 
Punkte s des Selbste chatten bild es. Führt mau diese Konstruktion fü]- 
verschiedene Parallelkreise durch, so entstehen ähnliche Dreiecke 
mds, m^d^s, , ■ • ■ , deren Seiten parallel sind und welche nif^ zum 
Ähnlichkeitszentnim besitzen; daher liegen die Punkte s, s^, ■ ■ ■ auf 
einer Geraden S durch jMy. Die Gerade S enthält auch die Berüh- 
run^punkte 1 und 2 der zu L parallelen Tangenten an die Meridian- 
hyperhel, ist also der zur Richtung L konjugierte Durchmesser. 
S ist das Bild der Selbstschattengrenze für alle zweischaligen {und 
einschaligen) Hyperboloide, deren Meridiane dieselben Asymptoten 
haben, und für den Asymptotenkegel. Bie Seihstschattengrenm eines 
mveisckaligen B.otaUonshfperboloides liegt demnach auch in jener Ebene, 
welche durch die Selbstschattenerseugend^r des Ä^fmptotenJcegeh be- 
sUmmt wird. 

Die durch Rotation einer Parabel um ihre Achse entstehende Plg. lae 
Fläche heißt BotaHonsparaboloid. Will man die längs eines Parallel- 
kreises K^ berührende Kugel bestimmen, so zieht man in dem be/iig- 
lichen Meridianpunkte die Parabelnormale; sie trifft die Achse in 
einem Punkte m, dessen Entfemimg von K konstant ist (nämlich 
gleich der Entfernung des Brennpunktes von der Leitlinie der Parabel). 
Die Normale durch m zur Lichtatrahlem-ichtung trifft K in einem 

1) Diese Ebene halbiert aUe au i parallelen Kegelaelinen und heißt zu L 
konjugiert. AnoVi wenn der Asymptotenkegel Iteine Selbstschattengrenze besitzt, 
ejithjllt die zu L konjugierte Ebene die Selb st« chatten grenze des einschaligen 
Hyperboloides, welche für jeden Liuhtsitrahl reell ist. 
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Punkte s des Selbstacliattenbildes. Führt man diese Konstrnbtion für 
mehrere Paa^allelkreise aus (Fig. 196), so folgt aus der Kongruenz der 
Dreiecke mos, «*iOjS^, - ■ ■ , daß die Punkte s, s^, ■ • ■ auf einer zu Ä 
parallelen Geradea S liegen, welche auch den Berührungspunkt 1 der 
zu L parallelen Tangente entl^lt. Die' SdhstscJuxUmgrmise ist an 
ebener Schmitt des Paraboloides, dessen Miene (mf der Mi L paralielen 
Meriditmebme normal sieht und dm. zur RichPung L Itonjtigwrten Dm-ch- 
messer dieser Meridia/a/pa/rabd enthält. 

Bei allen Fachen kommt mau au dem Resultate, daß die Selbst- 
schatteagrenze ein ebener Schnitt der Fläche ist, dessen Ebene einen 
Durchmesser enthält. Jeder ebene Schnitt dieser Rotationsflächen 
zweiten Grades ist aber ein Kegelschnitt'); daher handelt es sich bei 
der Bestimmung des Kontur und der Selbsteebattengrenze um die 
Konstruktion Ton Kegelschnitten; diese Aufgabe soll in axonoraetri- 
seher Projektion für den besonderen Fall durchgeführt werden, daß 
die Rotationsachse mit der 2-Acli.^e zusammenfällt, und der rotierende 
Kegelschnitt in wahrer Größe gegeben ist: 
'' Das eiförmige Ellipsoid (Fig. 197). Der wahre Umriß ist eine 

Ellipse, deren kleine Achse der zar Büdebene parallele Durohmesser 
des größten Parallelkreises ist; dieser erscheint auch im Bilde als 

1) Der Beweis dafür, daß jeder eliene Schnitt einer Rotationsfläche zweiten 
Grades ein Kegelschnitt ist, läßt sich gemeinsam fiü' alle diese Flächen fCihreü, 
indem man von folgender Deflnition der Kegelschnitte ausgeht; „Der gemne- 
mebrische Ort idler PunMe, deren Tangenten (resp. kürBeste Sf^men) an ewei feste 
Kreüe eine konstante Länge enUeedei- mr Summe oder «wr Differenz haben, ist 
ein Kegelschnitt, tveleker die beiden Kreise doppeW bm'ührt" (ßteiner II pag. 447 ; 
vergl. auch den elementaren Beweis in meiner Abhandlung „Üher Kreise, welche 
Kegelschnitte doppelt berühren". Archiv ct. Math. u. Physik in. lieihe II pag. 16). 
— Schreibt man der Rotationsfläche awei längs Parallelkreisen berührende En- 
geln ein, welche die Sehnittebene e in zwei Kreisen schneiden, so ergibt sich 
für jeden Punkt der Schnittkurve die obige Definitionseigenschaft, weil in jedem 
Punkte die Tangenten [resp. kürzesten Sehnen) an die Schnittkreise von s und 
an die in der Meridianebene liegenden Hanptkreise gleich sind. 

Für jene Rotationsflächen, deren Achsen die Brennpnnkte der Meridiankegel- 
schnitte enthalten, läßt sich der Beweis auch auf folgende Deflnitdonen stützen: 
„Der geometrische Ort iMer Fwnkte einer JSbene s, deren Entfernungen von zwei 
Punkten s imd s eime 'komtamte Summe oder Di/ferem haben, ist ein Kegelschnitt, 
vOn mUMm eine Achse in der zu s noi'mälen Ebene du^vh ss' liegt." Die Richtig- 
keit dieser Definition ergibt sich, wenn man durch den Kegelschnitt zwei Ro- 
tationsk^ei mit den, Scheiteln s und s' legt (Fig. 119). — „D&' ffeomefi'isehe Oi't 
oJfer, Punkte einei' Ebene s, welche von einem Fiimkte s wnd einer zu e normalen 
Ebene X gleiche Enifernwngen haben, ist eine Parabel." Auf Grund dieser De- 
finitionea sieht man unmittelbar, daß jeder ebene Schnitt eines eiförmigen Bö- 
tationsellipsoides, eines siveischaUgen Motat/ionshyperboloides und eines Botations- 
po/raboloides ein Kegelschnitt ist, welcher ans den auf der Rotationsachse liegen- 
den Brennpunkten durch einen Rotationakegel projiziert wird. Die Brennpunkte 
der Sehnittkurve sind die Berührungspunkte der diesen Rotationskegeln ein- 
geschriebenen Kugeln mit der Schnittebene. 
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kloiiie Aüliae dör Koiiturkurve, Zni' Bestiminiing ihrer großen Aclise 
iegfc man die bildÜäebprojizierende Ebene e durch die Rotationsaclise Z^ 
um und saclit in der Umlegimg die zur Projektion erichtnng paral- 
lelen Tangenten an die Meridiaaellipae; sie schneiden die Bildebene 
in den Scheiteln der großen Achse der Kontnrkurve. ■ — Soll für 
einen Lichtstrahl LL' die Seih sts chatten grenze konstruiert werden, so 
zieht man an die Konturknrve die zum Bilde L parallelen Tangenten. 
Ihre Berührnngspunkte 1, 2 sind die Endpunkte eines Durchmesaera 
für das Bild der Selbstschattengrenze. Ein im größten Paralleltreise 
liegender Punkt p kann als Berührungspunkt einer zu L' parallelen 
Ta]igente an das axonometrisehe Bild dieses Kreises, welches durch 
"o'^o'/o/i)' gegeben ist, gefunden werden. Dadurch ist die Ellipse be- 
stimmt, welche das Bild der Selbstschattengrenze darstellt. Diese 
Betrachtung gilt ia der gleichen Weise für das abgeplattete Eüipsoid. 

Das einsclmlige Sypet-iohid (Fig. 198), Der -wahre Umriß ist t'ig. 108 
eine Hyperbel, deren Hauptachse der zur Bildebene parallele Durch- 
messer des kleinsten Pai-allelkreises ist; dieser erscheint auch im Bilde 
in wahrer Größe und gibt die Hauptachse der Konturkurve. Wenn 
die Fläche durch zwei Parallelkreise begrenzt ist, zeichnet man deren 
elliptische Bilder. Für die eine ParaUelkreis ebene konstruiert man 
anch das Bild des Schnittkreises mit dem Asymptotenkegel; es ist 
durch die Scheitel a^,a^ und die Brennpunkte fi,f^ bestimmt. Die 
Tangenten aus dem Bilde Mq des Mittelpunktes der tläche an diese 
Ellipse sind die Konturerzeugenden des Aeyraptotenkegels und die 
Asymptoten der Konturhyperbel; die Berührungssehne i^ij ist die 
horizontale Spur der Ebene des wahren Umrisses, welche das Bild K 
des ParaUelkreises der Fläche in den Punkten 1 und 2 schneidet, in 
welchen es Yon der Konturhyperbel berührt wird. — Soll der Seibet- 
schatten für einen Lichtstrahl LL' gefunden werden, so sucht mau 
zuerst den Selbstschatten an den Asymptotenkegel, indem man durch 
den Scheitel m^ einen Lichtsti-ahl zieht, mit der einen Parallelkreis- 
ebene in Sf, zum Schnitt bringt und aus s^ die Tangenten an das 
elliptische Bild («lOs/l/'a) des Basiskreises zieht. Die Berührungs- 
sehne P ist die horizontale Spur der Ebene des Selbstechattens für 
da£ Hyperboloid; sie schneidet das Bild K des Parallelkreises in zwei 
Punkten s^,s^ der Selbstschattengrenze. Für den dazu parallelen Durch- 
messer des kleinsten Parallelkreises sucht man die Endpunkte P1P2! 
dei'en Tangenten an dieses Kreisbild zu L' pai'allel sind; -piP^ ist ein 
Durchmesser des Selbstschattenbildes, der dazu ko-njngierte Durch- 
messer halbiert cUe Sehne Sj^s^; dadurch ist die Selbstschattenkurve 
bestimmt; ihre Asymptoten siud die Selbstschattenerzeugenden des 
Asymptoteukegels. 

Die Kontm-kurve und Selbstschattengrenze des einsehaligen Hyper- 
boloides kann auch eine Ellipse sein, deren Bestimmung mau am 

11* 
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einfaclistiiu wie beim ftotatioiisellipsoide (Fig. 197) durohfülirt. — 
Fällt der Lichtstrahl mit einer Erzeugenden G des Aeymptotenkegels 
zusammen, ao besteht die Selbstschattengi'enze der Fläche aus zwei 
parallelen Geraden, welche aus der PUiche durch die Tangentialebene 
des Aeymptoteiikegels läi^s G ausgeschnitten werden. 

(■'ig. 100 Das ffixmelialige Hyperboloid (Fig. 199). In der Umlegung der 

zur Bildebene normalen Meridituiebene bestimmt man die zu den Pro- 
jektion sstrahlen parallelen Taugenten T^, T^, welche die Bildebene in 
den Scheiteln der KonturkurYC treffen; die Verb indungs gerade der 
Berührungspunkte von T^, T^ mit der Meridian kurve gibt in der TJm- 
legung C^, d. i. die Spur der Ebene des wahren Umrisses auf e; da 
sie für den Äsjmptotenkegel dieselbe ist, erhält man aneh Cq als Ort 
der Halbienmgspnnkte der zu T^ parallelen Strecken zwischen (A^ 
und {A^. Aus der Umleguug ergeben sich die Punktepaai-e p^p,^ 
und (/^ga, in welchen die KonturkuiTe die Bilder der begi-enzenden 
ParaUelki-eise berührt. Auch kann man direkt wie in Fig. 198 das 
Bild eines Basiskreisea des Asymptotenkegels konstruieren; es ist 
durch «lö^/i/'a bestimmt. Die Tangenten aus m^ ergeben die Kontur- 
er zeugenden des Asymptotenkegela und sind die Asymptoten der 
Konturkurve, Die Verbindungalinie ihrer Berührungspunkte ij, t^ ent- 
hält, wie in Pig. 198, die Punltte 5'i,(;2j i^^ welchen die Kouturkurve 
das Büd des Basiskreises berührt. Auch dadurch könnte ohne Um- 
leguug das Bild des Hyperboloides gefunden werden. — Um den 
Selb sts chatten zu finden, kann Juan die im Parallelkreise K liegenden 
Punkte s^, s^ direkt bestimmen, indem man für den in K die Fläche 
berührenden Kegel, dessen Scheitel s der Pol von g^q^ ist, den Seibst- 
schatten sucht. Der durch s gehende LichtstraU schneidet die Basis- 
ebene in Sq; die Taugenten aus s^ an K haben zu Berübmngspuukten 
die gesuchten Punkte Sj,^. Das Selbstschattenbild berührt die Konfcur- 
kurve in jenen Punkten 1 und 2, deren Tangenten zu L parallel sind. 

Fig. 200 Das JtotaUonspa/raholoid (Fig. 200). Ist K das Bild eines Parallel- 

kreises mit dem Mittelpunkte in, und a das Büd des in der Rotations- 
achse liegenden Scheitels der Fläche, so kann man das Bild des längs 
K berührenden Kegels leicht finden, da das Bild s des Kegelscheitels 
zu m bezüglich a symmetrisch ist. Die Tangenten ans s fm K geben 
die Berührungspunkte ^iPa 'on K mit der Konturkurye; der Scheitel «„ 
der Konturkurve ist von J^ij^g und s gleich weit entfernt. — Für den 
Selbstschatten erhält man den Konturpunkt 1 als Berührungspunkt 
der zu L parallelen Tangente. Seine Projektion 1' auf die Kreis- 
ebene liegt in PiP'j, da die Ebenen des wahren Umrisses und der 
Selbstschattengrenze vertikal sind. Die durch 1' gehende, zu U kon- 
jugierte Sehne ist die horizontale Spur der Ebene der Selbe tschatten - 
grenze und enthält dessen in K liegenden Punkte s^, s^. Auch könnte 
man durch ^ den Lichtstrahl L legen, seinen Schnitt Sq mit der Ebene 
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des Pai-allelkreises suclieii und aus s^ die Tangönten an K legen; ihi'e 
Berülinuigspuükte Sj,«^ liegen in der Selbstschattengreuze der Fläche. 
Die Tangenten in den Punkten s^, Sj an die Selbstschattengrenze 
sehneiden sich in L, die Projektion des Schnittpunktes auf die 
Kreisebene ist der Halbienangspunbt von Sjä^. Auch ohne räum- 
liche Betrachtimg können diese Tangenten konstruiert werden, da 
das Bild der Selbetsehattenparabel durch die Funkte s^s^\, die Tan- 
gente in 1 und die Achaenrichtung bestimmt ist: Die Tangenten 
von Si und 1 sehneiden sich auf dem zu s^l konjugierten Durch- 
messer, und ebenso die Tangenten von % und 1 auf dem au s^l 
konjugierten Durchmesser. Die Aclise und der Brennpunkt des 
Farabelbitdes lassen sich nunmehr leicht finden. 

Die Schlagschatten dieser Mächen können als Schatten der Selbst- 
s chatte ngrenae bestimmt werden. 
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AbBtaad einea Punktes 7on einer Getadsn 71, 73 (88, 93) 

— paralleler Ebenen 71 (87) 

— paraUeter Öeraden 73 (03) 

AclisenbeBtimmiiiig, direkte, für das Schattenbild der Kugrf UM (167, löH) 

— für (iie Ellipse 93 (136—128) 

— far Kegelschüitts- und Kreisbilder 77, 70—81, 83, 05, 08, 100, lOö, 143 (ÜU, 

101, 103, 105, 108—110, 113, 181, 186, 140, 142, 158—162, 169—171, 177—180) 
Achsenkreuz, asonometriBChes; Definition 1 (1) 

— Bestimmung 6, 11 (2^4) 
Affinität: Erklärung 50 

— Anwendung 70, 73, 77, 9S, 95, 106, 130, 136 (94, 99, laS— 131, li'J, IUI, 170) 
Asymptoten der Durcidringungskurve drittel' und vierter Ordnung 13Ü, 123 
Asymptoten der Hyperbel: 87, 90, 114 (149) 

— Eigeuachaften 96 (132—185) 

Aaymptotenebenen eines hjperboliatlien Zylindern 106 
ARjmptotenkegel des Hyperboloides 160, 161 (194, 195, 198, 1U9) 
Asonometrisohes Auftragen von Koordinaten 1, 3 (1, 4) 

— Ton Strecken auf beliebigen öei'aden 69, 74 (83, 95) 

— von Strecken auf Pallinien 75 (96) 
Axonometrische Darstellung eines Objektes 8 

— der Ebene 16 (6) 

— der Geraden 14 (5) 

— der Halbkugel 141 

-— der Hyperbel 98 (136) 

— der Hohlkehle 156 (191, 192) 

— des Kegels 113 

— des Kreises aus Mittelpunkt und lUdiuw 77 (99, 101—103, 105, lUH), ijder 

Peripheriepunkt 81 (110-114), oder Tangente 31 (109) 

— der Kugel 126 

— der Parabel 100 (140) 

— des Punktes 12 (1) 

— der Ringfl5,che 157 (190) 

— der aotationsfläche 163 (187—192) 

— der Rotation sflächen zweiten G™,des 162 (197—300) 

— des Zylinders 103 

Asonometriscb noimale Gerade üO (67-80) 
Axonometrisoher Riß eines Punktes 12 (1) 

— einer Gei-aden 14 (5) 
Asonometrische Spur einer Ebene 16 (6) 
Axonometrische Stellung eines Objektes 3 

Bilddistanz des Koordinatenanfangspunktes 3 (1) 

— eines Punktes 68 (81, 83) 

Bildebene durch gegebenen Punkt 3S, 71 (28, 86, 88) 

— durch, den Kugelmittelpunkt (155 — 174) 
Brennpunkte der Kegelschnitte 87, 88 

— der Pai-abel aus vier Tangenten 100 (139) 

— , direkte Bestimmung fiü- das Ki-eisbild 78, 84 (IUI, 111) 

— für den Schatten der Kugel 131, 138 
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Deckpunkte 19 (9) 

Deckgerado 18, 25 (31, 32) 

Diinetriache Projektion 6 

Doppelpunkte einer Durchdringungskurve 120 

— scheinbare einer Bildkurve 124 

Drehung einer Geraden in die Pfti-allelstelluiig 73 (95) 
Durchdringung Ton Pyramiden und PrisLnen 50 (ei— (iß) 

Durchdringungskurve von Zylinder- und Kegelflüelien: A^oiin metri- 
sche« Bild 123 

— Eigenaohaften 119 

— Zerfallen deiselben 121, 125, 13B 
Durchmesser der Kegelschnitte 76, 90, 99 

— konjugierte 77, 82, SO, 92, 9S, 98 (102, 111, 123—127, t35) 
Ellipse: Achsenbestimmniig 9S (126—128) 

— als ebener Schnitt eines Kegels 114 (148), eines Rotation Hljegels 87, eines 

Zyiindere 105 (141, 142) 

— als orthogonale Projektion des Kreises 76, 87, 101, 12» (97) 

— als Schatten der Kugel 131, 139 (163—168, 172—174) 

— axonometrische Darstellang 95 (131) 

— Brennpnnktäeigensohafien 76, 87 (98) 

— Doppeltberfihrender Kreis 82 (112) 

^ Konjngierte Durchmesser 77, 82, 92 (111) 

— Kreis dnrch drei Scheitel 84 

— Ktümmungsmittelpunkt eines Scheitels 83 

— Länge der Achsen aas Tangente mit Berührungspunkt 81 (109) 

— Länge der kleinen Achse aus gi-oßer Achse und einem Punkte 78 — 80 (100, 

103-106, 108) 

— LängekonjugierterDiwchmesserausTangentemitEertihrungäpunkt 98(107, 125) 

— Normale eines Punktes 82 (111—114) 

— Projektion des Normalenabschnittes zwischen Punkt und kleiner Achse aul 

einen Leitstrahl gibt die gi'ofie Halbachse 84 (114) 

— Punktweise Konstruktion aus den Achsen 77 (100), aus konjugierten Durcii- 

messern 78 (102), aus zwei konjngierten Durchmesseruaaren und Punkt 
oder Tangente 81, 92 (110, 123, 126, 127), aus wei Tangenten mit Be- 
rührungspunkten ui)d Punkt 90, 93 (122, 124) 

— Schnitt mit einer Geraden 78, 79, 94 (100, 102, 129) 

— Tangenten aus einem Punkte 94 (130) 

— Tangenteneigenschaften 76, 80 (98, 105, 108) 

FaJlinie 63, 74 (96) 

Halbkugel, axonometrisclie DarstelJung 141 

— Schatten ins Innere 142 (175—180) 
Hauptkreis der Kugel 125 
Hohlkehle 152, 156 (185, 191, 192) 

Hyperbel, als ebener Schnitt eines Kegels 114 (149) 

— asonometrische Darstellung 98 (136) 

— Beziehungen zran Rotationskegel 87, 88 
^ Brennpunktaeigenschaften 88 

— gleichseitige 98 

— Punktweise Konstruktion aus Asymptoten und einem Punkte 90 (132) 

— Scheiteltangente aus Asymptoten und einem Punkte 98 (136) 
~ Schnitt mit einer Geraden 97 (134) 

— Tangenteneigenschaften 97 (135) 
Isometrische Projektion 6 

Kegelf !ä.olien; Asonometrische Darstellung HS 

— Deflnitionen 111 

— Durchdringungen 119 

— Schatten ins Innere 116, 118 (151—154) 

— Schnitt mit einer Ebene nach BUipse, Hyperbel, Pai'iU>el 114 d'IH -151)) 
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Kegelflächen: Schnitt mit. einer Geraden 113 

— SelhstachattengrenKe 115, 117 

— Tangentialeheaen 113 

Kegelschnitte: Als Dttrchdringung zweier Flächen zweiten Grades 131, 12ö, 136 

— BeBiehungen «um Sotationskegel 87 (119) 

— Polareigensohaften 89 {ISO, 121) 

— Punktweise Konstcttktion aus zwei Tangenten mit Bei-iihrungspunkt \md einem 

Punkte 90 (122) 

— Projektion ist wieder ein Kegelschnitt 91 
Knotenpunkt, siehe Doppelpunkt 

Kolline ation 46 

Kontur, siehe scheinharer Umriß 

Konturbeetimmnng für Rotationafläehen 154 (1M7— 19a) 

— zweiten Grades 1G2 (197— SOO) 
Konturerzeugende des Kegels 113, 139 

— des Zylinders 103, 133 

Kontnrpunkte einer Schnittburve lOr,, 114, 128 (141, 148, 158) 

— einer SelbstschattengrenBe 136, löl, 163, 164 (169—171, 184, 185, 197, 199, 200) 
Koordinatenparallelepiped 1 (1) 

Kreis: Axonometriache Darstellung durch Bestimmung der Achsen 77—81, 83 
(99, 101, 103, 105, 108—110, HS), der Brennpunkte 78, 84 (JOl, 114), 
konjugierter Durchmesser 78 (102), durch Umlegung 77 (99) 

— , Büd ist eine EUipse 76 (97) 

— , große Achse des Bildes 77 

Krümmungskreis der Bllipaenacheitel 83 

Kugel; Asonometrische Darstellung 126 

— Schatten auf eine Ebene bei Parallelbeleuclitiing IUI (103 -IfiH), hoi Zßntral- 

belenchtung 138 (172—174) 

— Schnitt mit einer Geraden 126 (155, 166) 
~ Schnitt mit einer Ebene 128 (168) 

— Selhstachattengrenze hei Parallelheleuchtung 129 (169-102), lioi Zentral- 

heleuchtung 136 (169—171) 

— Tangentialebenen 126, 137, 135, 138 (157) 
Kurven di-itter Ordnung, verschiedene Arten 122 
Kurven vierter Ordnung 119 

Meridian einer Biotationafläche 146 

Keigungawinket: Aufgaben 69, 85 (84, 115—118) 

— einer Ebene mit Bild- und Koordinatenebene 73, 85 (90, 115—118) 

— einer Geraden mit Bild- und Koordinatenebeiie 72 (89) 

— zweier Ebenen 73 (92) 

— zweier Gwaden 72 (91) 

Nische, asonometrische Darstellung und Schatten 145 (181) 
Normale Gerade in beliebiger Ebene 65 (80, 88, 93) 

— in einer Koordinatenebene 60 (67—79) 
STormale Lage yon Gerade und Ebene 66 

Oberaicht 10 (3) 

Parabel, als Schnitt eines Kegeis 87, 115 (150) 
— , als zentraler Schatten der Kugel 139, 141 
— , aaonometrische Darstellung 100 (liO) 

— Beziehung zum Rotationskegel 87, 89, 101 

— , Brennpunkts- und Tangenteneigen schafteu 99 (137 — 139) 

— Durehmesser sind parallel 90, 99 (137) 
Parallelstellung eines Objektes 4 
Perspektivische Lage von Grundelementcn 17 

— von Gerade und Ebene 20 (16—19) 

— von Punirt und Ebene 23 (30—23) 

— von Punkt und Gerade 17 (7, 8, 10) 
Polai;eigensehaften der Kegelschnitte 89 (120, 121) 
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Prisma: Definitionen 49 

— Durch drin gangen 56 (64, 66) 

— Schatten ine Innere 6S (61, 62, 64, 06) 

— Schnitt mit einei- Eheiie 49 (59) 

— Schnitt mit einer Geraden 51 (61) 

— SelhstBohattengrenae 52 
Proportional winliS. 6, 11 (4) 
Pyramide; Definitionen 41 

— Durchdringungen 66 (64, 65) 

— Schatten ins Innere 37, 47 (39, 58, 63) 

- Schnitt mit einer Geraden 46 (57) 

— Schnitt mit einer Ebene 42 (48—66) 

— Selbstachattengvenee 47 (57) 

Ringfläche oder Torua 1Ö2, 157 (185, 190) 

Rotationsflachen: Asonometrische Darstellung 153, 157 (187—192) 

— Bei'ührung mit Kegel, Kugel, Zylinder 147 (182—184) 

— Definitionen 146 

— Selhstschatten in oi'thogonaler Projektion 148, 159 (182—186, 193—196) 

— zweiten Grades 159 (193-200) 

Rotationskegel dnrch Kegelschnitte 88, 101, 141 (119) 
RotationszjBnder durch Ellipse 101, 135 
Eackkekrpünkte hei Konturkurven 165 (188—192) 

— bei Bildern Ton Durch dringongsknrven 134 

Schatten, eigentlicher und uneigentlicher oder ideeller 28 

Schatten einer Geraden auf eine Ebene; wichtige BeKieliungen 3-') 

— auf ein Prisma 54 (61, 63) 

— auf eine Pyramide 48, 65 (57, 63) 

— auf einen Zylinder 107 (143) 

Schatten einea ebenen Sciinittes ins Innere einer Fläche zweiten Grades ist ein 
Kegelsclinitt 108, 110, 118, 118, 122 Anm., 142 (144, 146, 151, 154, 175) 

Schatten der Kagel auf eine Ebene bei Parallelheleuchtung: konjugierte 
DurchmesBer 131 (163-166), Achsen des Bildes 134 (167, 168) 

— bei Zentralbeleuchtung 138 (172—174) 
Schatten ins Innere einer Halbkugel 141 (175—180) 

— eines Kegels 116, 118 (151—164) 

— einer Nische 146 (181) 

- eines Prismas 53, 59 (61, 62, 64, 60) 

— einer Pyi-amide 37, 47, 55 (39, 58, 63) 

— einea Zylinders 107, 109 (144—147) 

Schattenkonstruktionen an ebenflächig begi-en/,ten KiJrpeni 36, 52 (38—47, 60) 
Scheinbarer Umriß eines Kegels 112, 113 

— einer Kugel 125 

— einer Rotationsfläche 148, 154, 168 (187—192) 

— einer Rotationsfläche zweiten Grades 162 (1B7--200) 

— einer Zylinderfläthe 103 

Schnitt einer Ebene mit Kegel 114 (148—150) 

— Kugel 138 (158) 

— Prisma 49 (59) 

— Pyramide 42 (48—56) 
-- Zylindei' 104 (141—143) 

Schnitt einer Geraden mit Ebene 36, 26 (31, 32) 

— Ellipse 78, 79, 94 (100, 103, 129) 
-- Hyperbel 97 (134) 

— Kegel 113 

— Kagel 126 (155, 156) 

— Pai'abel 08 (137) 

— - Pi-isma 51 (Ol) 

Pyramide 46 (57) 

— Zylinder 103 
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Sclinitt zweier Ebenen 24 (24—27) 

Schnitt zweier Geraden 17 (7. 8, 10) 

Selhstschatten einea PolygöaeB; öntei-sochung 37, 28, 30, 39 (33, . 

SeJbstachatteagreiiEe für Kegel 115, 117. 130 

— Kngel bei Parallelbeleuehtnng l->9 (159—16-2) 

■ - Kuge! bei Zentralbeleiichtung 13ri (Ififl— 171) 

Polyeder 31 
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— h S h ttkorv 1 4 114 128 

— an Schlagschattenkiirven 108, 110, 116, 118, 120 146 (143, 144, 147, Ibi) 
TangeuteE ans einem Punkte aa Ellipse 94 (130) 
Tangentialebene au Kögel 113 

~ Kugel 125, 127, ISS, 138 (157) 

— Eotationafläehe 147 

— Zybnder 104 

Tranaveisale an sich kieuzende Geiaden 2j 2b (:'9, 30, 34) 

Umlegen einer Ebene mit Bemlzucg eines rechten Winkels 70 (85-90) 

— mit Benutzung dei Bilddistmz 73 (11—94) 
LiteiBieht 10 (3) 

Veilinden nnzngdnglicher Punkte 19 Änni (11—15) 

Veifolgen des Si,hattena 3^ (33 37— 39j 

Veikihzungsmaßstäbe 5 II (4) 

Verk irzungaverbaltniase für die Achsen 7 -) 

Wähle Länge emei Stiecke 70 78 (83 S5— 8h 93, 95;, 

Wahrer Umrifi der Kegelfläche 113 

- Kugelfläehe 135 

— Rotationsfläche- 147, 154, 159 (187-193) 

— Zjlinderflacbe 103 
Wulstfläche 153 (185) 

Zentralbeleuchtung! Beispiele 40, 53, 56, 109, 117, 135, 138 (35, 47, (12 liS li' 

117, 154, 169—174) 
Zurflckaiehen des Lichtstrahles 33 
Zylinderfla,che; Asonometrische Darstellung 103 

— Definitionen 102 

— Durchdringungen 119 

— - Schatten ins Innere 108, 109 (144—147) 

— Schnitt mit einer Ehene 104 (141—1431 

— Schnitt mit einer Geraden 103 

- Selbfltachiittengreiiae 107, 109 (143, 145, 147) 
TangentiftJeheneii 104, 
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